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Preface

Born in 1905, Ernst C. G. Stueckelberg was one of the most eminent Swiss
physicists of the 20th century. He spent most of his career as professor of
theoretical physics at the Universities of Geneva and Lausanne, in the years
1930–70. He took part in the development of modern theoretical physics
through his work on molecular physics, on the theory of nuclear forces, and
his breakthroughs in elementary particle physics, the S-matrix and the renor-
malization group. In spite of their relevance and originality, his results were
often unnoticed and did not attract the attention they deserved. In some way,
Stueckelberg became a kind of legend: his name is famous but one doesn’t
really know why.

An International Symposium for the centenary of Ernst C. G. Stueckel-
berg’s birth took place at the University of Geneva on 2nd and 3rd December
2005. The aim of this Symposium was to go beyond the legend, to explore
Stueckelberg’s scientific work in its context, and to assess its significance and
relevance for contemporary physics. The present book is a continuation of
that Symposium and is based, in part, on talks delivered there.

Stueckelberg published most of his articles in local journals of little inter-
national audience. Some of them ceased publication. Therefore the access to
Stueckelberg’s papers can be tedious for international scholars. To facilitate
this access a selection of Stueckelberg’s most significant papers is reproduced
in this volume. As a matter of fact, reading these papers is not always an
easy task. They are often plagued with idiosyncratic notations and obscured
by enigmatic statements. This led us to include a set of articles explaining,
analysing and commenting on important topics of Stueckelberg’s work. We
hope that this publication will provide a starting point for scholars wishing to
dwelve into Stueckelberg’s physics.



VIII Preface

Valentine L. Telegdi, who died this year, was a great admirer of Ernst C.
G. Stueckelberg. He was a fervent promoter of the disclosure of his work. At
the Symposium, he payed a moving tribute to Stueckelberg, an outstanding
man who devoted his life to science in spite of a terrible mental disease.

The editors thank the Swiss National Science Foundation, The University
of Geneva, especially its Physics Institute, and the Swiss Federal Institute of
Technology Lausanne (EPFL) for their support of the Symposium and of this
publication.

The helpful assistance of the librarians of the Physics Institute, Claire-Lise
Held and Jocelyne Favre is also acknowledged.

Geneva, July 2008 J. Lacki
H. Ruegg

G. Wanders



Conventions and Notations

In order to avoid repetition, all references to Stueckelberg’s papers that are
enclosed in square brackets (i.e [...]), refer to the complete list of Stueckel-
berg’s publications at the end of this volume. The squared numbers in bold
(i.e. [81]) signal that the corresponding article is reprinted in this volume.
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I
Ernst C. G. Stueckelberg:

Biography and Personal
Recollections



CHAPTER 1

Overview of Stueckelberg’s Life as a Scientist

Gérard Wanders

Ernst Carl Gerlach Stueckelberg was born in Basel on February 1, 1905. His
full name was: Johann Melchior Ernst Karl Gerlach Stueckelberg, Freiherr
von Breidenbach zu Breidenstein und Melsbach. He inherited his German title
from his mother’s family. His father was a lawyer and his paternal grandfather
was a well-known swiss painter.

At secondary school, the young Stueckelberg was a very gifted student. He
obtained his “Matura” in 1923 and started to study physics at the University
of Basel.

As president of the Students’ Union, he invited Arnold Sommerfeld, the
eminent theoretical physicist, to give a talk in Basel. Sommerfeld accepted the
invitation and was so impressed by Stueckelberg that he invited him to spend
the academic year 1924–25 in Munich. The resulting stay in Munich was a
crucial experience in Stueckelberg’s life. He attended Sommerfeld’s famous
lectures in theoretical physics and discovered the early stages of quantum me-
chanics. He became also acquainted with Werner Heisenberg.

Back home in Basel, Stueckelberg prepared his Ph. D. thesis under A.
Hagenbach’s supervision. It is a rather unexceptional work on cathodes tem-
peratures, both theoretical and experimental. He got his Ph. D. in 1927 and
also succeeded in becoming an officer in the Swiss army.
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At the end of 1927, Stueckelberg left for the United States. On Sommer-
feld’s recommendation he got a position as research associate at the presti-
gious Palmer Physical Laboratory in Princeton, led by K. T. Compton. There
he worked on the quantum properties of molecules, a new subject, at the fore-
front of research at that time. He was very efficient, collaborated with J. G.
Winans and P. Morse and became assistant professor in 1930.

In January 1932 Stueckelberg suffered from the first attack of a serious
mental illness (manic-depressive psychosis) which would severely handicap
him for the rest of his life. He felt unable to carry on with a scientific career
in the United States, left Princeton and returned to Switzerland.

A. Hagenbach managed to provide him with an assistant post at the Uni-
versity of Basel and, by the end of 1933, Stueckelberg was offered a position
as “Privatdozent” at the University of Zürich. This put him in contact with
two prominent leaders in theoretical physics, Wolfgang Pauli, at the ETHZ,
and Gregor Wentzel, at Zürich University. He abandoned once and for all his
previous research field and embarked on a completely new subject, the theory
of elementary particles.

As a mere “Privatdozent”, Stueckelberg was faced with serious financial
difficulties and he even contemplated a career in the army. But his situation
improved at the end of 1934. After Arthur Schidlof’s death, the University of
Geneva asked Stueckelberg to take over the teaching of theoretical physics.
Stueckelberg replaced Schidlof ad interim, before being appointed as “pro-
fesseur extraordinaire” in Spring 1935, which provided him financial security.
In 1942, he also started to teach theoretical physics at the University of Lau-
sanne as “chargé de cours”.

Details on Stueckelberg’s life after his nomination in Geneva can be found
in the next contribution “Stueckelberg in Geneva and Lausanne”.

Ever since Stueckelberg started working at the University of Zürich, his
research was mainly focused on the theory of elementary particles. He took
part, as an outsider in some ways, in the development of relativistic quan-
tum field theory. His contributions range from an explanation of the nuclear
forces, in the 1930s, to construction of the renormalized S-matrix – a tool
providing the description of elementary particle collisions – with Dominique
Rivier, in the late 1940s. He invented also the renormalization group with
André Petermann, in the early 1950s. Stueckelberg had a very original ap-
proach and disregarded conventional methods. He carried out his research in
his own way, always working in parallel with outstanding physicists of the
20th century, such as Hideki Yukawa and Richard P. Feynman.

Besides elementary particles, thermodynamics was another recurrent topic
of interest to Stueckelberg. This led to a formulation of relativistic thermo-
dynamics in 1953, and, subsequently, to various studies on non-relativistic
thermodynamics in the 1960s. The outcome was a book written by Stueckel-
berg and Paul B. Scheurer [116].
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Apart from his relationship with Wolfgang Pauli, Stueckelberg had lit-
tle contact with the scientific community. This was partly due to his mental
illness. But he nevertheless attended an International Conference on Fun-
damental Particles and Low Temperature held at the Cavendish Laboratory
(Cambridge, UK) in 1946. He also went to Copenhagen where he met Niels
Bohr in 1947, and he was in Basel in 1949 for the Basel-Como Konferenz
über Kernphysik und Quantenelektrodynamik.

Teaching theoretical physics was an important and gratifying mission in
Stueckelberg’s life. His classes were meticulously designed, detailed “talk
and chalk” lectures, modelled on Arnold Sommerfeld’s teaching. Although
classical in style, his lectures were original in content, particularly in the
unconventional way Stueckelberg introduced new subjects. Anyone who at-
tended one of Stueckelberg’s lectures realized immediately that he was in the
presence of an exceptional character.

During Wolfgang Pauli’s stay in the United States, Stueckelberg took over
his teaching at the ETH, with Markus Fierz, in the year 1943. Stueckelberg
was also invited to lecture at the University of Bern during the academic year
1960–61.

With regard to honours, the doctorate honoris causa was conferred on
Stueckelberg by the Universities of Neuchâtel and Bern in 1962. He was
elected correspondent member of the Academy of Coı̈mbra (Portugal) in 1944
and of the Academy of Chieti (Italy) in 1965. Stueckelberg was awarded the
“Prix des Sciences de la Ville de Genève” in 1971 and the Max-Planck Medal
of the German Physical Society in 1976.

In 1975, Stueckelberg retired from the Universities of Geneva and Lau-
sanne, which both awarded him the title of “professeur honoraire”. He died in
Geneva nine years later, on September 4, 1984.

Ernst Carl Gerlach Stueckelberg is an unusual figure of 20th century the-
oretical physics. Despite his severe mental illness and his countless stays in
psychiatric hospitals, he was able to pursue a scientific career, always at the
forefront of research. Due to his lack of contact with the scientific community
after the Princeton period, his contributions were poorly recognized or simply
ignored. So he did not participate in a clearly visible way in the advancement
of the theory of elementary particles, in spite of his exceptionally original and
sound ideas.

A detailed account of Stueckelberg’s life is given in: Wenger, R. Ernest C.
G. Stueckelberg von Breidenbach – étude biographique. Genève: Université
de Genève, Bibliothèque de l’Ecole de Physique, 1986, p. 42.

An interview of Stueckelberg in his old age gives a pleasant idea of his
personality: Crease, R. P. and Mann, Ch.C. “The physicist that physics forgot:
Baron Stueckelberg’s brilliantly obscure career”; in The Science, July-Aug.
1985, vol. 25, no 4, pp. 18–23.
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Stueckelberg’s achievements in quantum field theory are acknowledged
in: Schweber, S. S. Q. E. D. and the men who made it. Princeton: Princeton
University Press, 1994, pp. 576–582.

A chapter has been devoted recently to Stueckelberg in a book by Peter
Freund, A Passion for Discovery. Singapore: World Scientific Pub. Co., 2007,
pp. 14-19.



CHAPTER 2

Stueckelberg in Geneva and Lausanne

Gérard Wanders

I met Stueckelberg as a student in Lausanne more than fifty years ago. I
was captivated by his lectures and became his assistant in 1953 until 1957.
We wrote a few papers together. This talk is based on my recollections of
that time and on what I have heard and read about Stueckelberg (see Wenger
[1986]). My aim is to give you an idea of the context of Stueckelberg’s work
and life in Geneva and Lausanne.1

When we try to picture what the universities of the French speaking part
of Switzerland were like in the 1930s we discover a vanished world which
is very far from what we have nowadays. Until the first years after the war,
physics in particular was very provincial, provincial to a point that is hard
to believe. Each university had only one Professor of Experimental Physics,
assisted by very few subordinates. Geneva University was an exception, since
it also had a Professor of Theoretical Physics. The main task was training
secondary school teachers and research was not a high priority. The Federal
Technical High School (EPFL, Ecole Polytechnique Fédérale de Lausanne)
as we know it now in Lausanne didn’t exist. The University of Lausanne

1 Talk given at the Symposium “E. C. G. Stueckelberg (1905–1984), Symposium for the Centenary of

his Birth”, Geneva University, 2nd–3rd December 2005.
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had an Engineering School (EPUL, Ecole Polytechnique de l’Université de
Lausanne), which was in the Science Faculty, but it didn’t offer a physics
curriculum. Some of the subjects belonging nowadays to theoretical physics
were taught by mathematicians: the so-called “rational mechanics”, analytical
mechanics and mathematical methods of physics. Even astronomy could be in
the hands of mathematicians. One was suspicious about quantum mechanics,
at least in Lausanne where it wasn’t taught at all until the 1950s.

Stueckelberg was appointed as “professeur extraordinaire” of Theoretical
Physics in Geneva in 1935, at the instigation of Jean Weigle, who was Pro-
fessor of Experimental Physics. After the war, Weigle pioneered biophysics
in Switzerland by initiating the use of electron microscopes for the study of
biological organisms. He left Geneva for CalTech in 1948; this was a great
loss for Stueckelberg. As Stueckelberg had no previous contacts in Geneva,
his rapid appointment is quite surprising. He started at the end of 1934 with
a temporary job and was fully appointed at the beginning of 1935, at the age
of 30. As Weigle and Stueckelberg were both acquainted with Sommerfeld,
one may suspect that Sommerfeld played some role in Stueckelberg’s appoint-
ment. Stueckelberg was promoted to “professeur ordinaire” in 1939.

In 1942 Stueckelberg started teaching also at Lausanne University, as a
“chargé de cours” at the Science Faculty. His lectures in Theoretical Physics
were the first in Lausanne to be given by a true theoretical physicist. In 1957
he became “professeur extraordinaire” in Lausanne and “professeur ordinaire”
in 1967.

Thinking about the circumstances of the beginning of Stueckelberg’s ca-
reer in Geneva, one realizes that he was very isolated. This lasted until the
end of the war. He was the only theoretical physicist in Geneva. He pub-
lished 42 articles between 1935 and 1943, 40 as sole author. This shows that
he was quite productive, but it also indicates that he had no assistant during
this period. This is surprising according to modern standards, but the same
situation prevailed at Zürich University. As far as I know Gregor Wentzel had
no assistant at that time.

Stueckelberg had practically no contact with the international physics
community. He did not go to international conferences, although he attended
regularily the meetings of the Swiss Physical Society. The recurrent attacks
of his very severe mental illness (maniac-depressive psychosis) explain partly
this situation. Only when he went to Zürich could he have discussions with
colleagues such as Wolfgang Pauli and Gregor Wentzel.

This situation changed radically and in an astonishing way after the end
of the war. Suddenly, Stueckelberg started to have assistants. Between 1945
and 1951 he had simultaneously up to three collaborators, Dominique Rivier
and André Petermann among them. He went regularly to Zürich with his
assistants to attend the joint theoretical physics seminar of the EPFZ and the
University of Zürich, which took place on Monday, every other week. At
that time, it was the only such meeting in the whole country. Stueckelberg
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met Niels Bohr in Copenhagen and attended an international conference at
Cavendish Laboratory in 1947. This was certainly one of the most fruitfull
and rewarding periods in Stueckelberg’s life in Geneva. Sometimes he even
went horse-riding with his assistants.

The sudden appearence of the atomic bomb raised the question of the use
of atomic energy in Switzerland. At the end of 1945, the Swiss Federal Gov-
ernment created a Commision to answer that question, only four months after
the explosion of the bomb. It was called the Swiss Atomic Energy Commis-
sion and was presided over by Paul Scherrer, the most prominent figure of
Swiss physics at the time (see Kupper [2003]). Surprisingly, Stueckelberg
was a member of this Commission. He seemed pleased and proud to belong
to it, while, to my knowledge, he didn’t show much interest in University or
Faculty business. A huge amount of money was available and, besides the
commitment with nuclear energy, the Commission took the initiative to subsi-
dize fundamental research. We can therefore consider that the Swiss Atomic
Energy Commission was the true predecessor of the Swiss National Science
Foundation (which was created in 1954).

It is interesting to notice that all Stueckelberg’s assistants from 1945 to
1960, including myself, got their main financial support from this Commis-
sion. Funnily enough, money which was originally intended for atomic energy
was thus partly diverted to esoteric topics like the S-matrix, causality and the
renormalization group.

An unexpected and dramatic development took place in 1950. As a result
of an attack of his disease, Stueckelberg handed in his resignation. He had
done this several times previously, when attacks occurred, but the authorities
had always ignored his resignations. This time, it was accepted and Stueckel-
berg became “professeur honoraire” at Geneva University, at the age of 45.
He couldn’t have an office in the Ecole de Physique, a building which was in-
augurated in 1952, and his lectures had to be held privately. This sad situation
prevailed until the arrival of Josef Maria Jauch, who created the Department
of Theoretical Physics and succeeded in getting Stueckelberg reinstated as
“professeur ordinaire” in 1961 .

The 1950s saw an extraordinary and rapid mutation in the French-speaking
Swiss universities. New posts were created, research groups established and
the equipment was improved and up-dated. New courses were introduced
and the curricula were modernized The provincial character of the 1930s dis-
appeared once and for all. In physics, the EPUL introduced an “Ingénieur-
Physicien” degree and Stueckelberg took a keen interest in this novelty. A
more fundamental development resulted from the creation of CERN in 1954
and its settling in Geneva. The first Genevan CERN activities took place in
the Ecole de Physique, including those of the Theoretical Division. Stueckel-
berg welcomed this arrival, established some contacts and attended the CERN
seminars and colloquia, but no effective collaboration came out of these con-
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tacts. In a way, it was too late and Stueckelberg’s interest in particle physics
was fading.

If one considers Stueckelberg’s career in Geneva, one may say that his
appointment was in itself providential. His previous financial situation as an
unpaid “Privat Dozent” in Zürich was rather precarious. The number of aca-
demic positions in theoretical physics in Switzerland was very restricted and
he was even led to contemplate the possibility of a military career. These
sources of worry disappeared with his appointment. Despite his prominent
scientific achievements and the occasionally spectacular outbreaks of his ill-
ness, one may say that his academic career was rather discreet. He didn’t at-
tempt to improve the situation of theoretical physics in Geneva. On the basis
of his experience in Princeton, he could have tried to create a permanent and
well-structured research group. He didn’t follow the example of his colleague
Weigle and his biophysics project. Obiously he had no interest in research
management. Research itself and teaching were his only passion. His lectures
and his discussions with his Ph. D. students were his daily scientific contacts
and he didn’t want more.

References
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II
Scientific Work



CHAPTER 3

Stueckelberg and Molecular Physics

Jan Lacki

The first period of E. C. G. Stueckelberg’s scientific career was marked by
important contributions he made to molecular physics.1 After publishing his
thesis in 1927 in Basel [1] Stueckelberg joined the prestigious Palmer Physical
Laboratory in Princeton where he worked under the guidance of Karl Taylor
Compton, brother of Arthur Holly Compton. Stueckelberg owed this position
to a recommendation by A. Sommerfeld.2 In this stimulating environment, he

1 The content of this paper is partly based on a talk given by Majed Chergui (Ecole Polytech-

nique Fédérale de Lausanne, Laboratoire de Spectroscopie Ultrarapide) at the Symposium “E. C. G.

Stueckelberg (1905–1984), Symposium for the Centenary of his Birth”, Geneva University, 2nd–3rd

December 2005.
2 Arnold Sommerfeld was instrumental in the career of Stueckelberg. In a letter of 30 March 1935,

Stueckelberg informed Sommerfeld of his nomination in Geneva and continued: “I owe my knowledge

in the domain of theoretical physics mainly to the two years which I could spend in your Institute,

once as a student and later as a National Research Fellow. Furthermore I received my appointment in

Princeton as well as my habilitation in Zurich thanks to your recommendations. Thus I know that I

owe it mainly to you, highly esteemed Herr Geheimrat, to have obtained this position in Geneva.”.

Until Sommerfeld’s death, Stueckelberg kept contact with his teacher and mentor. From 7 to 11

March 1937, A. Sommerfeld was hosted by Stueckelberg in his house in Geneva following a visit

of his son Johann Wolfgang in June 1936 (Dr. Georges Stueckelberg, private communication). In

a letter of 31 March 1949 (two years before Sommerfeld’s death), Stueckelberg thanks Sommerfeld

for sending him a copy of his textbook on electrodynamics and discusses the substraction method
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devoted several papers to problems of molecular physics. Stueckelberg had
the benefit at Princeton of exchanges with other gifted members of the Palmer
Physical Laboratory, Philip M. Morse and E. U. Condon among others.3

The Princeton stay was a quite a productive period in Stueckelberg’s life.
From 1928 till his return to Switzerland in 1932, he authored 18 papers both
in English and German [2–19], dealing with both theoretical [3, 4, 7, 8, 9,
12–19] and experimental [2, 5, 6, 10, 11] problems of molecular physics. His
research interests were mostly oriented to the issues of ion-molecule, electron-
molecule and molecule-molecule collisions, to the interpretation of the contin-
uum emission and absorption spectra, and to calculations of the energy levels
of molecules such as H+

2 and NH3. Some of Stueckelberg’s works represented,
at the time, genuine achievements, and will be commented upon now.

3.1. Stueckelberg’s Work on Spectra of Molecules

In 1927, Heitler and London [1927] and slightly later Sugiura [1927] pub-
lished the first calculations of the potential energy curves of H2 opening the
era of quantum chemistry.4 The novelty was the presence, besides the bound
1 1S state, of the purely repulsive state 1 3S: their potential curves are shown
in Figure 3.1.5

At the time, one of the issues raised by the H2 molecule was the contin-
uum of its discharge spectrum (� 160 nm to � 360 nm): the best hypothesis
was that it originated in the dissociation of a hydrogen molecule with elec-
tronic (and perhaps vibrational) energy into two atoms with various amounts
of relative kinetic energy. The new state 1 3S suggested to Stueckelberg and
Winans another explanation. In their paper [4] entitled “The Origin of the
Continuous Spectrum of the Hydrogen Molecule”, they argued that this spec-
trum originated actually from the fact that the upper P.…/-type triplet states
(Figure 3.2) can only emit to the lowest triplet state 1 3S, that is purely repul-
sive. More precisely, Winans and Stueckelberg considered the transition of the
lowest vibrational level of 2 3S to 1 3S (using their notation): to compute the
corresponding matrix element of the transition probability they proceeded as
follows (see Figure 3.1). Considering the vibratory motion as harmonic, they

of Dirac, his work with Rivier and Schwinger’s theory (the 1935 and 1949 letters have been kindly

communicated by K. von Meyenn).
3 Morse is best known today for proposing a model of the potential energy of a diatomic molecule which

has been named after him Morse [1929]. We owe Condon, among many other contributions, the quan-

tum mechanical interpretation of the classical Franck principle for the intensity of the simultaneous

changes in electronic and vibrational energy levels of a molecule, see Condon [1926].
4 For a history of the early developments in quantum chemistry, see Ballhausen [1979], Gavroglu and

Simões [1994].
5 In modern notation, these states are written today as 1 1† and 1 3†. At the time, the atomic notation

was still used for the total angular momentum.
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Figure 3.1: Potential energy curves of the lowest electronic states of the H2

molecule as obtained in Sugiura [1927]. R is the internuclear separation. The
upper 2 3S state is approximated as a harmonic potential (reproduced with
permission from [3]).

took the corresponding wave function as gaussian; then, to estimate the ma-
trix element of the transition, because of the continuous set of nuclear motion
energies of 1 3S, they “reflected” this wave function on the potential energy
curve of 1 3S. This was sufficient to determine the band width and energy
of its emission band to the 1 3S state. The whole procedure was based on
Condon’s quantum mechanical interpretation of the classical Franck princi-
ple for the intensity of the simultaneous changes in electronic and vibrational
energy levels of a molecule (Condon [1926, 1927], Franck [1926]); Winans
and Stueckelberg had also access to the manuscript of an extensive work of
Condon exposing the underlying ideas (among others the reflection recipe)
that appeared shortly after (Condon [1928], in particular, pp. 861–864). As it
turns out, the energy extension of the continuum stems from the fact that not
only the 2 3S state, but the whole series of 2 3S�m 3P states contributes to the
emission (see Figure 3.2). The above procedure is what has become known
since as the reflection method in molecular physics and is widely used as a
qualitative approach to estimate continuum spectra including in condensed
phases (see Schinke [1993]).

A few years later, Stueckelberg interpreted in a more formal way the con-
tinuum absorption of molecular oxygen between 130 and 175 nm, which had
been published the same year by Ladenburg et al. [1932]. In this publica-
tion [18], he modelled again the ground state with a harmonic potential but
this time calculated explicitly the wave functions for the purely repulsive 3†
upper state.
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Figure 3.2: Term arrangements of H2. Electronic levels are represented by
long lines, while vibrational ones, by short lines. The non-quantized levels
of the lowest purely repulsive 1 3S state are represented by the black triangle
(reproduced with permission from [3]).

Another object of interest was at the time the H+
2 molecule.6 In a pa-

per with Morse [4], Stueckelberg studied, using wave mechanics separated in
elliptical coordinates, the electronic energies of H+

2 as a function of nuclear
separation 2� for several values of the quantum numbers. They performed
this investigation by cleverly taking advantage of the information provided by
the nodal surfaces (see Figure 3 for an example). When � D 1; the resulting
system amounts to a hydrogen atom and a separated nucleus; when � D 0;
the system is instead that of a helium ion He +. The geometry of the nodal
surfaces changes between the two cases: these are paraboloids and planes for
� D 1 ; and surfaces with spherical symmetry for � D 0. Using the fact that
the number of these surfaces in any coordinate equals the quantum number
in that coordinate, Morse and Stueckelberg were able to relate the quantum
numbers in both extreme cases to the quantum numbers in elliptical coordi-
nates. This enabled them in particular to express the electronic energies at
� D 0 in terms of the quantum numbers at � D 1. Moreover, this rule
of correspondence provided them an efficient way of controlling the validity
of the approximations used in their calculations, where they studied the H+

2

molecule perturbing the He + ion (at � D 0) for small separation of nuclei,

6 Today, this molecule still remains the model system for testing computational methods of energy levels

of a molecule.
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and, alternately, perturbing the H atom and nucleus (at � D 1/; for a di-
minishing �. Morse and Stueckelberg found that the perturbation methods on
both sides were not covering the range a=2 < � < 3a=2 (a is the radius of the
first Bohr orbit of Hydrogen), but they managed to extrapolate this gap using
again their nodal reasoning. Morse and Stueckelberg’s work, based on the use
of the recently proposed Born–Oppenheimer approximation which separates
the nuclear from the electronic motion (Born and Oppenheimer [1927]), was
one of the first that calculated molecular energies as a function of internuclear
separation.

During his few month stay in Cambridge (and then in Munich with Som-
merfeld) in 1931, Stueckelberg published two more papers with Morse. In
one of them, they confronted the problem of the energy of a double-minimum
potential [16]. This problem had been suggested to them by Dennison who
used perturbation theory and applied it to the case of the infrared spectrum
of the NH3 molecule (Dennison [1931]). In their paper, Morse and Stueckel-
berg were able to propose an exact solution at the price of choosing a peculiar
double-well potential. However, their choice was not appropriate to describe
the interactions in NH3 because it deviates from a harmonic potential already
near the minimum.7 Retrospectively, one witnesses in this paper a certain
tension, to be found later in Stueckelberg’s other contributions in quantum
physics, between the rigour of approach and the practical value of the result.

3.2. Collisional Problems

As important as may be his contributions commented on above, a survey
of Stueckelberg’s scientific activity in the years 1928–1932 should however
mostly put emphasis on his work on collision problems (ion-molecule, atom-
molecule, electron-atom). This is indeed where Stueckelberg put the greatest
part of his energy, judging by the fact that the 11 articles that he devoted to
this topic make up more than the half of his total scientific production during
this period [2, 5, 8–13, 15, 17, 19]. This is also where he made presumably his
most celebrated contribution to molecular physics [19]. In it, he provided his
theoretical description of inelastic collisions between atoms. Thanks to this
contribution, Stueckelberg’s name is attached nowadays to a formalism which
is still commonly used, known as the “Landau–Zener–Stueckelberg” formal-
ism. At the beginning of the 1930s the problem of inelastic collisions saw
important contributions, as is witnessed by the contemporary review papers
by Condon and Morse [1931], Morse [1932]. It has many aspects, some tech-

7 It is certainly possible to find better potential forms but these do not enable exact solutions (Herzberg

[1989])



18 Scientific Work

nically quite challenging. The Landau–Zener–Stueckelberg theory emerged
in relation to the following problem.

Consider two atomic systems approaching (colliding). Suppose that there
are two diabatic potential energy curves available, functions of the inter-
system distance R (curves A0A1 and B0B1 on Figure 3.3). They will give
rise to a so-called “avoided crossing” near the point of crossing (dashed lines):
whenever the systems approach at the distance where crossing occurs, there
is a probability that, instead of following on the given potential curve, say
A0A1, a (non-adiabatic) hoping on the other curve occurs. The resulting
curves A0B2 and B0A1 define adiabatic curves of the potential energy of inter-
action. This non-adiabatic mechanism was shown to be fundamental to many
state and phase changes in physics, chemistry and biology.8 The Landau–
Zener–Stueckelberg theory enables one to calculate this hoping probability.

Let us now introduce some concepts and notations.9 Consider two atoms
at a fixed inter-nuclear distance R and assume that the motion of the electrons
has been solved and potential energy curves obtained as functions of R. Be-
cause the motion of the nuclei is supposed slow with respect to that of the
electrons, R can play the role of an adiabatic parameter. Assume further that
the potential curves for two states, say V1.R/ and V2.R/, cross at some value
R D Rc ; one can then define corresponding adiabatic states E˙.R/ as:

E˙.R/ D 1

2

�
V1.R/C V2.R/˙

q�
V1.R/ � V2.R/

�2 C 4v.R/2
�

where v.R/ is the coupling potential between the two states. For a non-
vanishing v at the distance R D Rc ; the adiabatic states can thus come close
together but cannot cross, hence the situation of avoided crossing. The Fig-
ure 3.3 illustrates the situation.

If the nuclear motion in now taken into account, and hence energy trans-
fers between nuclear and electronic degrees of freedeom, this can induce tran-
sitions between the adiabatic states, most likely in the crossing region where
the gap is minimal. In the so-called Landau–Zener situation, the curve cross-
ing is characterized by the fact that the two curves have slopes of the same
sign as in Figure 3.3.

The problem of nonadiabatic dynamics for a two-state one-dimensional
system in atomic collisions was treated in [19], Landau [1932], Zener [1932]
under the following assumptions: the potentials V1.R/ and V2.R/ are linear
functions of the distance R with slopes F1 and F2, and the kinetic energy of
the colliding nuclei at the crossing distance Rc , corresponding to the velocity

8 See for instance Nakamura [2002], in particular Chapter 3 for a historical survey.
9 The following paragraphs are inspired by the accounts in Nakamura [2002] and Di Giacomo and

Nikitin [2005].
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Figure 3.3: Extracted from [19, p. 371], showing the crossing potential energy
curves and the adiabatic ones.

�c ; is much larger than the energy difference between the two adiabatic states
given by 2a. The potential energy 2 � 2 matrix for electronic degrees of
freedom in a region of non-adiabatic coupling is then of the form

V .R/ D
�

Ec � F2.R � Rc/ a
a Ec � F1.R � Rc/

�
(3.1)

where Ec , Rc are the energy and interatomic distance at the point of crossing,
F1, F2 are the slopes of the two diabatic curves at the point of crossing, and
2a is the energy separation of the adiabatic curves (dashed curves) at the point
of crossing.10

The first instance of the LZS mechanism is to be found in a 1932 paper
of Lev Landau devoted to the theory of energy transfer in collisions Lan-
dau [1932]. Landau obtained his expression for the transition probability us-
ing first-order perturbation theory and the WKB theory for the relevant wave
functions. He also used analytical continuation of adiabatic potential energy
surface (PES) into the complex region of inter-nuclear separation R. His ex-
pression for the transition probability reads

pL
WKB D C exp.��/ (3.2)

10 The eigenvalues of this matrix correspond to the adiabatic potential curves in the avoided crossing

region.
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in the regime where the dimensionless ratio �, expressed with the characteris-
tic parameters of the problem

� D 2�a2

¯ jF1 � F2j �c

(3.3)

was supposed large � � 1: The prefactor C was, according to Landau, of the
order of unity.

Clarence Zener showed that Landau’s result was in fact correct in a sim-
plified case where an exact treatment was possible (Zener [1932]). Zener
considered that the inter-nuclear motion was uniform R � Rc D vc t (semi-
classical (SC) approximation) in (3.1) which enabled him to set up two time-
dependent coupled equations. He solved the problem by transforming the two
first-order coupled equations into a second-order one, which he eventually
solved in terms of parabolic cylinder functions. The asymptotic analysis of
these functions enabled him to find the accurate transition probability

pLZ
SC D exp.��/ ; (3.4)

which shows that Landau’s prefactor C in Eq. (3.2) should be unity and that
the exponential form of the transition probability in formula (3.2) is actually
valid for any values of �, and not just for � � 1. Eq. (3.4) is known as the
Landau–Zener formula.

Landau’s paper was submitted in December 1931 and appeared the next
year. In November 1932, Stueckelberg published in turn a sophisticated for-
mulation of the theory of inelastic collisions between atoms going beyond his
predecessors’ work [19]. Stueckelberg was then back in Basel and this work
was presented as his Habilitationsschrift.

Stueckelberg [19] considered two coupled coordinate-dependent second-
order wave equations with the Hamiltonian

H.t/ D HN .R/C U.R/

where HN .R/ is the operator of the kinetic energy of the nuclei, and U.R/ is
an arbitrary matrix potential that is approximated by V .R) within the avoided
crossing region. He applied then the approximate WKB analysis to the fourth
order differential equation obtained from the original second order coupled
Schrödinger equations. In using the WKB approximation, Stueckelberg in
particular analyzed with much care the associated problem of the analytical
continuation of the WKB solution across the Stokes lines. His involved solu-
tion to this problem enabled him to write down the following expression for
the total inelastic transition probability:

P St
WKB D 4 exp.��/�1 � exp.��/	 sin2.ˆSt / : (3.5)
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Here, ˆSt is the so-called “Stueckelberg phase” depending on adiabatic po-
tentials in the region between the avoided crossing point and points where
the kinetic nuclear energy vanishes (turning points). This expression (3.5)
when averaged over the phase shows then, using the relation between the
phase-averaged total transition probability NP and the “single-passage” one
p, NP D 2p.1 � p/; that Stueckelberg could recover in turn the Landau–Zener
formula

pSt D exp.��/ : (3.6)

It is interesting to report here that a recent review by Di Giacomo and
Nikitin [2005] proposes a fourth name to be associated to the Landau–Zener–
Stueckelberg trio. As the authors point out, the great Italian physicist Ettore
Majorana, in a work devoted to the problem of the probability of spin-flipping
in a time-dependent magnetic field, arrived at a mathematical situation similar
to the LZS one. He derived a formula describing the probability of the spin 1

2
in a magnetic field with one component changing sign linearly with time. Ma-
jorana’s work [1932] was actually published the same year as Stueckelberg’s.
The substantial similarity between Stueckelberg’s and Majorana’s solutions
justifies, in the opinion of Nikitin and Di Giacomo, that the LZS formalism
be renamed as the Landau–Zener–Stueckelberg–Majorana formalism. At the
end of the Nikitin–Di Giacomo article, one finds this concise appreciation of
the various contributions to the theory of nonadiabatic transitions. It captures
something of Stueckelberg’s style with respect to his peers.

[Majorana’s] elegant solution nicely complements the artistic
derivation by Landau, straightforward solution by Zener, and so-
phisticated treatment by Stueckelberg. One may say that five pa-
pers of 1932 laid the foundation of different methods in the the-
ory of nonadiabatic transitions: expressing the solution as an in-
tegral representation, using the analytical continuation of classi-
cal dynamical quantities into a complex plane, resorting to well-
documented higher transcendental functions, and understanding
the role of the Stokes phenomenon in quasiclassical analysis of
coupled wave equations.
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CHAPTER 4

Stueckelberg’s Covariant Perturbation Theory

Jan Lacki

After a period of intensive research in molecular physics, Stueckelberg, back
in Switzerland, became interested in 1934 in quantum electrodynamics.1 He
was then Privatdozent at the University of Zurich with Professor Gregor
Wentzel. QED was at that time a prominent topic and many among the most
renowned physicists were contributing.2 In a letter to the president of the
Schulrat of E. T. H. in Zürich (8 March 1934), W. Pauli writes:

Dr. Stückelberg has stated his desire to get deeper involved with
QED and agrees with the nomination of Mr. Weisskopf.3

Although new in the field, Stueckelberg managed nonetheless, only a couple
of months later, to submit a paper full of original findings to the Annalen.
As its title “Relativistic invariant perturbation theory of the Dirac electron;
Part I: Radiative scattering and Bremsstrahlung” [20] shows4, its aim is to

1 For a biography see the contribution of Gérard Wanders in this volume and references therein. On

Stueckelberg’s molecular physics, see the contribution of J. Lacki in this volume.
2 To witness, e.g the publications by Bethe and Fermi [1932], Bethe and Heitler [1934], Fermi [1932],

Heisenberg [1934], Weisskopf [1934], Wentzel [1933, 1934a]. See also the contribution of Olivier

Darrigol in this volume.
3 Stueckelberg was himself considering this position, see [Enz, 1997, p. 57].
4 Part II actually never appeared.



26 Scientific Work

provide a unified covariant perturbative treatment of Compton scattering and
Bremsstrahlung. Stueckelberg used also his method in several other papers
[23–25, 29, 39, 40, see also 45]; in particular, he applied his scheme to the
annihilation and creation of particle-antiparticle pairs in [24].5

The idea behind Stueckelberg’s work appears to have been due to
G. Wentzel who Stueckelberg thanks for the suggestion to work out an in-
variant perturbation theory using a four-dimensional Fourier transform.6 In
his publications from the period 1925–1930, Wentzel was mainly interested
by the problem of light scattering off free and bound electrons and by the
study of atomic spectra with the methods of quantum mechanics, including
the relativistic H-atom (see e.g. Wentzel [1925, 1926, 1927, 1929]). Wentzel
showed explicit interest in manifest Lorentz covariance when he later used in
two instances the multi-time formalism of Dirac, Fock and Podolsky, first, in
his tentative attempt to eliminate the self-energy divergences in classical and
quantum electrodynamics (see Wentzel [1933, 1934a], see also [Schweber,
1994, pp. 577–578]), then, in his study of the spin 1 photon as a composite
state of a spin 1/2 particle and its antiparticle, following an idea of de Broglie.7

4.1. Setting the Context:
Quantum Electrodynamics in the Early 1930s

The road to a genuine quantum theory of electromagetic processes began with
the quantization of the radiation field. In 1926, Dirac first showed how to
quantize the radiation field as an assembly of non-interacting bosons and pro-
posed a perturbation scheme enabling one to deal with its time-dependent
coupling to matter Dirac [1927c]. His method of quantization made possible
the first quantum treatment of emission-absorption processes and provided a
decisive step towards a genuine quantum theory of photon-electron interac-
tion. Until the advent of the modern S-matrix approach within quantum field
theory at the end of the 1940s, the spirit of this method was very influential.
Dirac’s theory considered only the transverse degrees of the electromagnetic
field in the absence of electric sources, but from 1928 on, Heisenberg and
Pauli embarked on their study of a general theory of quantized fields Heisen-
berg and Pauli [1929, 1930] which aimed at covering, among others, all the
aspects of the quantized electromagnetic field. Fermi, in 1932, proposed an-
other approach to the quantization of the electromagnetic field which simpli-
fied the whole matter and offered a particularly simple scheme for calculations
of concrete processes Fermi [1932].

5 See also the section devoted to covariant electrodynamics in O. Darrigol’s contribution to this volume.
6 See Pauli’s letter to Heisenberg quoted in section 4.4.
7 Wentzel [1934b], see Olivier Darrigol’s contribution to this volume.
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The main problem one was facing was a consistent formulation of a (rel-
ativistic) theory of particles interacting with and through the radiation field.
Before the advent of quantum mechanics, the problem of charged systems
(bound or free charges) interacting with an incident radiation field was tack-
led in a “correspondence principle” way as illustrated for instance by the work
of Kramers and Heisenberg [1925]. The quantum evolution equations of ma-
trix and wave mechanics provided next the foundations of “semi-classical”
treatments, like those of Dirac [1926b, 1927a], of Gordon [1926], and of Klein
and Nishina [1929] for the interaction of charged particles with a radiation
field. In these works, only charged matter was (first)-quantized whereas the
field was left classical. In the closely related approaches of Gordon and Klein–
Nishina, one solves the first-quantized matter equation (respectively for spin
0, and spin 1/2 charges) in the presence of a classical incident (primary) field,
then one computes the resulting currents and deduces the radiated (secondary)
field. With the quantization of the radiation field according to Dirac’s “sec-
ond quantized procedure”, one can define quantum states of the field, distin-
guished by their photon occupation numbers and related by creation and an-
nihilation operators. The various processes of the interaction of charges with
radiation can then be conceptualized in terms of transitions between states of
the radiation field.8

Dirac brought further progress with his interaction picture and the multi-
time formalism (Dirac [1932], Dirac, Fock and Podolsky [1932]). However,
the problem could not find a satisfying solution until it was realized that both
radiation and matter had to be expressed as quantized fields. The point-
particle singularities were then “dissolved” into field excitations and the prob-
lem of consistently coupling matter to radiation transformed into that of field-
field coupling. This modern standpoint was initiated by the work of Heisen-
berg and Pauli [1929, 1930] and preceded by Jordan’s insights [1927a, 1927b].

As the previous paragraph makes it already clear, the matrix elements for
the electromagnetic processes of interest at the time (Compton scattering,
Bremshstrahlung, etc.), were obtained using different and sometimes diffi-
cult to relate approaches and approximation schemes (see Lacki, Ruegg and
Telegdi [1999]): a perturbative approach, easily adaptable for various pro-
cesses, and where one could generate in a systematic way the successive terms
of the perturbative series, was in retrospect certainly worth obtaining. This
is precisely what Stueckelberg achieved in the paper that shall be examined
here [20]: not only was his scheme at the time the first complete and easily
generalizable instance of a perturbative calculus, it was moreover manifestly
relativistically covariant. Furthermore, and most remarkably, Stueckelberg’s
perturbative calculus preserves the gauge invariance characteristic of the full

8 For a detailed survey of methods applied to quantum electrodynamic processes, especially to Compton

scattering, at the time of Stueckelberg’s paper [20], see [Lacki, Ruegg and Telegdi, 1999, Sections 1–4]



28 Scientific Work

equations. Because of these properties, in retrospect, Stueckelberg’s scheme
could have offered a suitable starting point to study the fundamental diffi-
culties related to the infinities arising in higher-order processes, such as self-
energy or vacuum polarization. The last section of my contribution makes
it plain, relying on the testimonies of some of the key actors of the story of
Quantum Electrodynamics.9

4.2. Time-Dependent Perturbation Theory:
Problems and Issues

Accounting for the interaction of matter with electromagnetic radiation re-
quires, because of the time-varying light waves, the use of a time-dependent
perturbation theory scheme. After some early attempts to deal with time-
dependent interaction (Dirac [1926c], Klein [1926], Schrödinger [1926d]), the
time-dependent perturbation scheme based on Dirac’s approach of expanding
the perturbed solutions over a basis of non-perturbed ones became standard.
However, this scheme has a number of drawbacks, the most notorious one
being its lack of manifest covariance. Even if the latter was not at the time a
widespread theoretical requirement, manifest covariance proved eventually to
be of considerable advantage in getting a clearer picture in the analysis of the-
oretical situations, such as the proper analysis of divergences met in quantum
electrodynamics. Retrospectively (but it took time to recognize it), one needed
thus a reliable, practical perturbation scheme, with virtues going beyond mere
computational adequacy. A more or less complete list of requirements that
one could ask, possibly with hindsight, such a scheme to fulfill would be that:

– it should be “algorithmic”, in the sense that at each new perturbation
order the “same procedure” should be used as for lower orders, without
ad hoc modifications;

– it should be compliant enough to enable handling various cases “at
once”; this will be illustrated in what follows;

– it should be manifestly Lorentz covariant at each order;

– it should preserve any other symmetry of the exact equations: in the
case of electromagnetism, it should preserve, most importantly, gauge
symmetry.

As I shall explain below, Stueckelberg’s scheme fulfills all these require-
ments, a remarkable achievement at the time.

9 For historical accounts of the problem of infinities in the 1930s, see e. g. Pais [1986], chap-

ter 16; Schweber [1994], Chapter 1, 2; Brown [1993]. For personal recollections of contributors

see for example Wentzel [1960] and Weisskopf [1983].
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In order to illustrate the importance and scope of the requirements men-
tioned, let us examine by way of contrast the working of the standard
scheme.10 The story starts with Dirac’s paper On the Theory of Quantum Me-
chanics (Dirac [1926c], see the discussion of Bromberg [1977]), well known
for its derivation from first principles of Einstein’s B coefficient of stimulated
emission. Dirac’s perturbation theory for Hamiltonians with explicit time de-
pendence was, as explained above, a key ingredient of his quantization of the
radiation field (Dirac [1927c], see e.g. Bromberg [1977], Cao [1997], Dar-
rigol [1982], Jost [1972]) and set a lasting standard in construing elementary
processes as transitions between “free states”.

Assume that we have a (complete) set of solutions 'k of a problem asso-
ciated with the Hamiltonian H0 , typically a non-interacting atom or particle;
the general solution then reads: ' D P

i ci'i . Then consider a new Hamilto-
nian H D H0 C Hint. To solve the corresponding problem, Dirac proposes to
expand its solution  on the set of the free ones:

 D
X

k

ak.t/'k : (4.1)

The ak ’s are the expansion coefficients that remain to be determined.11 Dirac
remarks further that instead of jak j2 expressing the probabilities of being in
the state k, one can as well think of them here as giving the number of indi-
vidual (disturbed) systems occupying the state k (Dirac [1926c], p. 674).12

The exact evolution equations for the expansion coefficients ak are

i„ d

dt
ak D

X
n

an ŒHint�kn ; (4.2)

where ŒHint�kn are matrix elements of H int (in the ' basis). All that remains
to be done is to solve these equations, since the whole time-dependence of the
solution is contained in the a ’s. This must, in most cases, be done with the
help of approximations. For instance, assuming that at t D 0, the system is
entirely in the unperturbed state, say a0.0/ D 1; so that ak D 0I k ¤ 0, then
one can get, inserting on the right-hand side of (4.2) the initial values, at first
order

ak D ŒHint�k0 .e
i.E0�Ek/t=„ � 1/

.E0 � Ek/
: (4.3)

10 A good presentation can be found in Heitler’s well-known text-book (Heitler [1936]).
11 One should notice at this point that in his study of the relativistic scalar equation, Klein developed a

perturbative scheme that used already the expansion on free solutions (Klein [1927]). His technique is

however less general and can be seen as a special case of Dirac’s. Klein’s approach was derived for the

classical approximation of the scalar relativistic equation, involving only a first order time derivative.
12 This is precisely what opens the road to Dirac’s later quantization of the electromagnetic field and

to the expression of its interaction with charges in terms of varying occupation numbers of light

quanta (Dirac [1927b]).
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If the matrix elements ŒHint�k0 vanish (so that there is no direct contribution to
ak/ then the method of approximation has to be refined.13 If, for some indices
n0, ŒHint �kn0 ¤ 0 ¤ ŒHint �n00 ; then one can get the following second-order
contribution passing through “intermediate states” n0:

ak D
X
n0

ŒHint �kn0 ŒHint �n00

.E0 � En0/
(4.4)

�
"
.ei.E0�Ek/t=„ � 1/

.E0 � En0/
� .ei.En0 �Ek/t=„ � 1/

.En0 � Ek/

#
:

This brief reminder of the “standard scheme” makes immediately explicit
its shortcomings. First, and most of all, because of the emphasis put on the
time evolution, it obviously breaks the relativistic covariance. This is partic-
ularly unsatisfying when dealing with a relativistic wave equation. Indeed, in
order to use the scheme, one has first to manipulate the equation to force it
into an analogue of the Schrödinger form, distinguishing the energy variable
to obtain the corresponding Hamiltonian: for instance, this is indeed what,
Waller did with Dirac’s equation in his analysis of Compton scattering (Waller
[1930]). Such a move obviously breaks manifest covariance hence the appear-
ance of the non-covariant energy denominators in the expression (4.4) above.

Next, we see that the method has to be adapted to the specific problem at
hand, as the case of the vanishing of the direct matrix element ŒHint�k0 already
illustrates quite well. Indeed, the method does not provide a unique guide to
how to obtain higher-order terms: there is lack of an iterative algorithm and,
as a result, the intermediate states must be “put by hand” to obtain (4.4). It
is remarkable that Stueckelberg addressed successfully all these issues in his
version of the perturbation theory.

4.3. Some Remarkable Features of Stueckelberg’s Scheme

The main innovation of the 1934 paper is the introduction of a new perturba-
tive scheme yielding manifestly covariant expressions for the matrix elements.
This is achieved by performing a four-dimensional Fourier transformation of
the wave-function, thus eliminating space and time variables.14 Another orig-

13 The formula (4.2) as well as (4.3) are not written or discussed in their general form in Dirac [1926c].

There Dirac considers specifically the first- and second- order solutions to the problem of dispersion

of radiation by atoms, where the expansion (4.1) is for the wave function of the atom. The case

of intermediate states will be discussed by Dirac later in his paper (Dirac [1927c]). I am following

here Heitler [1936], p. 89.
14 Møller [1931] uses also the four-dimensional Fourier transform but for the classical retarded potential

in his correspondence – theoretic treatment of electron-electron scattering (see Kragh [1992], Roqué

[1992]). See also Bethe and Fermi [1932].
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inal feature of this paper is its use of integrations over the complex energy-
plane to enforce the mass-shell relations. Stueckelberg’s scheme relies here
on the systematicity which, at each perturbative order, introduces a new sin-
gularity on the integration path over the energy variable.15 This is what imple-
ments in his scheme the algorithmicity in passing from one perturbative order
to the next one. Finally, because Stueckelberg does not commit himself to any
specific choice of gauge, his matrix elements are manifestly gauge invariant
which is rather unusual in his times.16

Let us now go into the details.17

4.3.1. Four-Dimensional Expansions and Contour Integrals

Stueckelberg’s paper deals with charged spin-1/2 particles, but in order to
present the essential points of his scheme as clearly as possible, avoiding the
complication of spinor expressions, let us apply faithfully his procedure to
spin-0 particles.18 The total wave-function �.x/ of a spin-0 particle interact-
ing with the electromagnetic field A� quantized according to Dirac [1927c]
obeys the equation� � i@� C eA�.x/

�� � i@� C eA�.x/
�
�.x/C M 2�.x/ D 0 (4.5)

where M D mc
„ . This equation is written in the interaction picture of Dirac,

Fock and Podolsky (see Dirac [1932], Dirac, Fock and Podolsky [1932])
which Stueckelberg used again in later publications [29, 39, 40].19 In this
picture, A� is a free quantized electromagnetic field with the Fourier expan-
sion

A�.x/ D
X

k

e
�
k Vk

h
akei.k �x/ C a

|

k
e�i.k �x/

i
: (4.6)

The sum over k refers to photons in a box of dimension G with V 2
k

D 2�
Gk0c„ .

The corresponding 4-momentum k and 4-vector of polarization ek satisfy the
mass-shell and transversality conditions k2 D 0I k � ek D 0I e2

k
D 1. The

annihilation, resp. creation operators ak ; a
|

k0
obey the usual commutation re-

lations. The first step consists in expanding the total wave-function of the

15 There is a mathematical inconsistency in Stueckelberg’s approach, but it does not endanger his end

results, see below.
16 For instance Fermi in his review (Fermi [1932]), and after him Heitler [1936] work in the radiation (or

Coulomb) gauge.
17 The following sections follow closely a joint work with H. Ruegg and V. Telegdi [1999].
18 However, for the sake of clarity, Stueckelberg’s original notations and conventions have not been

retained. A dictionary relating those used below to his own is provided in the Appendix.
19 Stueckelberg discussed the multi-time formalism in his [25, 39, 40]
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system on the photon number eigenstates jN j i with coefficients 'j .x/,

�.x/ D
X

j

'j .x/jN j i (4.7)

where N j denotes all possible photon configurations fN1;N2; : : : ;
Nk ; : : :g. Stueckelberg’s (-Wentzel’s) fundamental idea is now to consider
the four-dimensional Fourier transform for the particle wave function 'j .x/;

'j .x/ D
Z

d4pei.p �x/	j .p/ : (4.8)

As the expansion coefficients 	j .p/ are by definition independent of space
and time variables, they are relativistic invariants so that the resulting calculus
will be manifestly covariant.20 Introducing these expansions into the Klein–
Gordon equation (4.5) yields

Z
d4pei.p �x/

"X
j

.p2 C M 2/	j .p/jN j i (4.9)

C e
X

j

X
k

.2p � k/ � ekVk.ak C a
|

�k
/	j .p � k/jN j i

C e2
X

j

X
k;k0

ek � ek0VkVk0.ak C a
|

�k
/.ak0 C a

|

�k0
/

� 	j .p � k � k 0/jN j i
#

D 0 :

Following Stueckelberg, one considers now the perturbation expansion in
powers of the charge e applied to the time-independent functions 	j .p/ writ-
ten as

	j .p/ D 	j.0/.p/C 	j.1/.p/C 	j.2/.p/C � � � (4.10)

Substituting this expansion into (4.9) and matching terms of the same order
yields successive equations expressing a given 	j.k/.p/ in terms of the lower-
order ones. At zero-th order one has the free equationZ

d4pei.p �x/.p2 C M 2/	j.0/.p/ D 0 : (4.11)

20 Notice that although the photon states are discretized (i.e. radiation is in a box), the Fourier expansion

above is continuous, the states considered being not necessarily on mass-shell.
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To get the first order one inserts 	j.0/.p � k/ into the second term of (4.9):

Z
d4pei.p �x/

"X
j

h
p2 C M 2

i
	j.1/.p/jN j i (4.12)

C e
X

j

X
k

.2p � k/ � ekVk.ak C a
|

�k
/

� 	j.0/.p � k/jN j i
#

D 0 :

For the second order, 	j.1/ is introduced into the second term and 	j.0/ into
the third one:X

j

Z
d4p0ei.p0 �x/

h
p02 C M 2

i
	j.2/.p0/jN j i (4.13)

D �
X

j

"Z
d4p0ei.p0 �x/

(
e
X

k0

.2p0 � k 0/

� ek0Vk0.ak0 C a
|

�k0
/	j.1/.p0 � k 0/

C e2
X
k;k0

ek � ek0VkVk0.ak C a
|

�k
/.ak0 C a

|

�k0
/

� 	j.0/.p � k � k 0/
)#ˇ̌̌
ˇ̌N j i D 0 :

For the solution of the 0-th order equation (4.11), Stueckelberg introduces an-
other peculiarity of his approach, the use of contour inegrals to implement
the mass-shell conditions. It should be remembered that complex integration
techniques were popularized by Sommerfeld (see for instance Sommerfeld
[1916]). Since Stueckelberg followed Sommerfeld’s lectures in Munich in
1924–1925 and later visited him, in 1930, as a National Research Fellow (see
the contribution of G. Wanders in this volume), he probably owed to Sommer-
feld the knowledge of this techniques.

Following Stueckelberg, we first introduce the mass-shell 4-momentum Np,
defined by Np D .p; Np0/I with Np2

0
D p2 C M 2. Stueckelberg now makes the

surprising Ansatz

	.0/.p/ D 1

i�

!.0/.p/

p2 C M 2
(4.14)

where !.0/.p/ is a non-vanishing function on the mass-shell hyperboloid
Np2
0

D p2 C M 2 with additional properties to be specified. The reader might

be puzzled by this Ansatz, at odds with modern treatment, which sets 	.0/.p/
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proportional to the delta-function ı.p2 C M 2/. Indeed, the meaning of this
Ansatz is ultimately (and solely) justified by the fact that after a suitable in-
tegration over the p0 variable, the expression (4.8) should yield, for the 0-th
order wave function '0.x/, a wave packet composed of on-shell plane waves.
Hence, one should not think of it as satisfying directly (4.11), which it does
not, as one easily sees: it has rather a formal value as the starting point of the
iteration procedure generating higher orders. Be that as it may, Stueckelberg,
to transform back to '.0/; integrates first over p0 using contour integration in
the complex p0-plane in the following integral:Z

C

dp0	
.0/.p/eip0x0 : (4.15)

Notice that p2 CM 2 D Np2
0
�p2

0
D . Np0�p0/. Np0Cp0/ so that 	.0/.p/ has two

singularities on the real-axis of the energy variable p0: Stueckelberg claimed
to have performed the integration over a contour from �1 to C1 which,
for positive times (x0 > 0/, turns around the singularities p0 D � Np0 and
p0 D Np0 respectively in the negative and positive sense, and is closed in the
upper half-plane. Stueckelberg is quite short on the details [20, p. 371], but
his result suggests he considers the contribution of the p0 D Np0 singularity
since he claimed to have obtainedZ

C

dp0	
.0/.p/eip0x0 D

Z
C

dp0eip0x0
1

i�

!.0/.p/

p2 C M 2
(4.16)

D ei Np0x0
!.0/.p; Np0/

2 Np0

:

As we see, this contour integration amounts to picking-up, from 	.0/.p/, the
correct physical on mass-shell behaviour which is then fed into the remaining
integrations over the components of momentum variable p:

'.0/.x/ D
Z

d3pei.px� Np0x0/!
.0/.p; Np0/

2 Np0

: (4.17)

This has the form of a wave packet of plane waves with on-shell momenta,
solving individually the free equation .@2 �M 2/�.x/ D 0 as it should. When
introducing his Ansatz, Stueckelberg requires from the numerator!.0/.p/ that
it be non-vanishing on the mass-shell, and vanishing sufficiently fast outside
it. Upon inspection, it appears that the use of the Cauchy formula is unwar-
ranted in obtaining (4.16), but one can leave this inconsistency aside since all
that eventually matters is just to secure (4.17). As to the form of (4.14) with its
explicit singularity, it merely offers a suitable starting point for the iteration
steps of the perturbative expansion (4.10) which are then easily monitored
thanks to the explicit singularities appearing in the denominators. Indeed,
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each iteration adds a new pole and hence a new contribution after the integra-
tion over p0. The kinematical information about the values of p where the
non-trivial solution is valid is then retrieved from the appropriate singularity
(be it through complex p0-integration or something else). For instance, in the
first-order term there are two poles, the one inherited from the 0-th order term
in 	j.0/.p � k/; and another one coming from the first term in (4.9). The
“final” first-order solution is thus given as

	f .1/.p/ D �e�
p2 C M 2

	 X
k

.2p � k/ (4.18)

� ekVk	
˛.0/.p � k/

˝
N f j.ak C a

|

�k
/jN ˛

˛
;

where it has been supposed that only one “initial” 	j.0/, say 	˛.0/; is different
from 0.

At second order, specializing to the Compton scattering, where the ini-
tial particle and photon have momenta p and k (the initial photon state is
jN ˛i D j 0; : : : ; 1k ; 0; 0; : : :i/, and projecting on the final state jN f i D
j 0; 0; : : : ; 1k0 ; 0; : : :i, one obtains, after taking care of the matrix elements
between the relevant photon states,

	f .2/.p0/ D e2

p02 C M 2
VkVk0
	˛.0/.p/ ; (4.19)

where


 D .2p0 C k 0/ � ek0 .2p C k/ � ek

.p C k/2 C M 2
(4.20)

C .2p0 � k/ � ek .2p � k 0/ � ek0

.p � k 0/2 C M 2
� 2ek � ek0 :

Here, the sign of k 0 has been changed, so that, with the final momenta p0;
k 0, the conservation law reads pCk D p0Ck 0I ek; ek0 are the initial, resp. final
polarizations of the photon. The matrix element 
.p/ is obviously Lorentz
invariant. In particular, notice the presence of invariant denominators which
replace the non-covariant energy denominators of the standard scheme (see
previous section). These “propagation” functions enclose the contributions of
positive as well as negative energies, and correspond to what was much later
called the Feynman propagator (see Feynman [1949a,b]) and, in the wording
of Stueckelberg and Rivier, the causal function (see G. Wanders’ contribution
in this volume on Stueckelberg’s S -matrix research). 
.p/ is also invariant
under the gauge transformations ek ! ekC�k; ek0 ! ek0 C�0k 0 if the external
electrons are on the mass-shell. The first two terms with denominators con-
tain the contribution of intermediate states, whereas the last term corresponds
to the direct interaction corresponding to A2 in (4.5). As one sees, the con-
tribution of the intermediate states comes out automatically, contrary to what
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is needed in the conventional scheme where a refinement of the perturbative
method has to be made (see Heitler [1936], p. 88).

Equation (4.20) is a witness to the modernity of Stueckelberg’s approach,
since one had to wait until 1948 to find similar expressions. 
 is for instance
identical (except for normalizations) to the corresponding S-matrix term given
by Bjorken and Drell [1964], eq. (9.30), using Feynman techniques.21

Now, what about the computation of cross-sections? In the conventional
approach (see Tamm [1930], Waller [1930]), they are obtained directly from
the value of the expansion coefficients (see (4.4)). Stueckelberg uses instead
the conserved currents of free particles

j�.x/ D �i.'�@�' � '@�'
�/ (4.21)

to define the number of incident charged particles n as

n D
Z

d3xj0.x/ D �i

Z
d3x.'�@0' � '@0'

�/ : (4.22)

To obtain the flux of outgoing particles, Stueckelberg uses the same expres-
sion taking for the ' the perturbed solutions. At the second order, the com-
putation of n.2/ will in particular require us to evaluate the expectation value

�
:


�
 � .2�/3

n.0/

Z
d3p2 Np0

!.0/.p/|

Np0


�.p/
.p/
!.0/.p/

Np0

: (4.23)

4.3.2. The Spinor Case: Further Niceties

To further illustrate the care Stueckelberg took to keep Lorentz and gauge
invariance manifest, and how he elegantly solved some technical problems
avoiding the more cumbersome methods of his time, let us take up now the
spinor case, the one originally considered in [20]. The starting equation in
[20] is, instead of (4.5), the Dirac equation (Dirac [1928a,b]) for the spinor
wave-function ‰.x/:�

.�i@� C eA�/�� C M
	
‰.x/ D 0 ; (4.24)

where �� are the Dirac matrices , � D 0; 1; 2; 3. 22 The analogue of the
expansion (4.7) involves now spinor functions 'j .x/ which are Fourier ex-

21 Observe that (4.20) is greatly simplified in the rest system of the initial charged particle (p D 0/ and

in the Coulomb or radiation gauge where e0 D e0

0
D 0 and hence p � ek D p � ek0 D 0: In this

case, �lab. D �2ek � ek0 :
22 The following convention for � matrices is used: ���� C ���� D �2g�� .
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panded:

‰.x;N / D
X

j

Z
d4pei.p �x/uj .p/jN j i (4.25)

with uj .p/ now spinors in momentum space.
After Fourier transforming the equation (4.24) and expanding uj .p/ in

perturbative series as in (4.10), one obtains at first order (compare with (4.18)):

uf .1/.p/ D � e

p2 C M 2

˚
.� � p/ � M


X
k

VkPkf ˛.ek � � /u˛.0/.p � k/

(4.26)
and, at the second order, one finds, in similarity with (4.19) and (4.20):

uf .2/.p0/ D e2

p02 C M 2

X
k0;k

Vk0Vk.Pk0/f i.Pk/i˛
.p/u
˛.0/.p/ (4.27)

with p D p0 � k � k 0: Here, the Pkji are matrix elements of Pk which stands

for one of the operators ak , aC
�k

, or 1:

Pk jN j i D
X

i

jN iiPkij : (4.28)

Stueckelberg introduces this notation to allow a unified treatment of the var-
ious processes (see our second requirement in the list of the previous sec-

tion): for Compton scattering Pk will stand for one of the ak , or a
|

k
and for

Bremsstrahlung, one will instead set Pk D 1, see below. 
, now a spinor
operator, is


.p/ D �
.� � p0/ � M

�( .ek0 � � /�.� � p0 � k 0/ � M
�
.ek � � /

.p0 � k 0/2 C M 2

C .ek � � /�.� � p0 � k/ � M
�
.ek0 � � /

.p0 � k/2 C M 2

)
: (4.29)

This expression is obviously Lorentz-invariant and corresponds exactly to the
expressions obtained by “modern” Feynman rules.23

The spinor zero-order approximation u.0/.p/ is still given by the Ansatz
(see eq. (4.14)) but this time ! satisfies, on the hyperboloid Np2

0
D p2 C M 2,

the free Dirac equation

.� � Np C M /!.0/. Np/ D 0 : (4.30)

23 Notice that, contrary to the scalar case, one gets only the contributions corresponding to intermediate

states as there is no direct transition because of the minimal coupling of the e.m. field to the spinors

in (4.24).
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The four linearly independent solutions are, for each sign of the energy, the
two spin states !.0/r . Np/; indexed by r . Observe that in eq. (4.29), Stueckel-
berg gets automatically the projection operator

ƒC. Np0/ D � � Np0 � M

2M
D

2X
rD1

!.0/r . Np0/ N!.0/r . Np0/ :

This shows that the summation over final spin states of the electron is naturally
built in.

Fourier-tranforming back to '.0/.x/ yields (cf. (4.16))

'.0/.x/ D
Z

d4pei.p �x/u.0/.p/ (4.31)

D
Z

d3pei.px/!
.0/. Np/

Np0

e�i Np0x0 :

At second order, one finds accordingly [20, pp. 374]:

!.2/. Np;x0/

Np0

D
X
k0;k

.1 � eis0x0/

s
0

VkVk0.Pk/ji.Pk0/i0

. Np/!.0/. Np/

Np0
0

Np0

plus higher-order terms in s0 D Np0
0

� Np0 � k0 � k 0
0
.24

The scattering cross section is obtained following the same steps as in the
scalar case provided that, for the particle number, one defines now

n D
Z

d3xj0.x/ D
Z

d3x | :

At second order, it leads, after the computation of 
|
, to the Klein–Nishina
formula (Klein and Nishina [1929]).

Lorentz and Gauge Invariant Squared Matrix Element 
|



|
 exhibits in a most striking way the manifest Lorentz and gauge in-
variance provided by the Stueckelberg scheme. In his calculation, Stueckel-
berg considers a final photon which is on mass-shell and transverse, i.e.,
k 02 D k 0 � ek0 D 0. On the other hand, he keeps terms proportional to k2

and k � ek . This allows him to use his formulas also for Bremsstrahlung (see
below). For Compton scattering he will of course put also k2 D k � ek D 0:

24 Later, when computing the scattering cross section, one will have to integrate over s0 ; only the leading

order in s0 yields a number of scattered particles proportional to time.
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In the calculation of 
|
 with the help of eq. (4.29), the sum over final
spins is already taken care of. In order to obtain a simpler expression, what
remains to be done is to apply the free Dirac equation for !. Np/; the mass
shell conditions for the initial and final electrons, and the energy momentum
conservation. The general expression eventually found by Stueckelberg is the
following [20, pp. 377–379]:

p0

2p0
0


|
 D .ek0 � p/2
.k 0 � p/2

�
2.ek � p0/2 C 1

2
e2

kk2 � 2.ek � p0/.ek � k/
�

C .ek0 � p0/2

.k 0 � p0/2

�
2.ek � p/2 C 1

2
e2

kk2 C 2.ek � p/.ek � k/
�

� 2
.ek0 � p/.ek0 � p0/
.k 0 � p/.k 0 � p0/

�
2.ek � p/.ek � p0/C 1

2
e2

kk2

� .ek � k 0/.ek � k/
�

C 2
.ek0 � p/
.k 0 � p/ .ek0 � ek/.ek � 2p0 � k/

� 2
.ek0 � p0/
.k 0 � p0/

.ek0 � ek/.ek � .2p C k//C 2.ek � ek0/2

C 1

2.k 0 � p/.k 0 � p0/
˚
e2

k.k
0 � k/2 � 2.ek � k 0/.ek � k/.k 0 � k/

C .ek � k 0/2k2


; (4.32)

in which only Lorentz invariant scalar products appear.25 In this expression p0
and p satisfy the mass-shell conditions .p0/2 C M 2 D 0 and .p/2 C M 2 D
0.26 Equation (4.32) is again manifestly Lorentz invariant. It is also invariant
under the two independent gauge transformations

ek ! ek C const: � k ; (4.33)

ek0 ! ek0 C const: � k 0 :

Remarkably, Stueckelberg points out explicitly that checking this invari-
ance helps to prevent algebraic errors [20, p. 379]. Stueckelberg’s insistence
on gauge invariance was rather unusual at the time of his paper. In most con-
temporary works, the gauge is fixed from the beginning27, and it is not much

25 In the case of Compton scattering, Stueckelberg’s result was obtained later by Wannier taking traces

of Dirac matrices, see Wannier [1935].
26 In order not to overload the notations, the “bars” on p and p0 have been skipped.
27 For instance in Fermi’s review [1932] and Heitler’s book [1936], the Coulomb gauge e0 D 0 is

chosen.
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commented on anyway. Again, the virtue of Eq. (4.32) is its generality. Since
the signs of p0 and p0

0
are not fixed, the formula can be used, besides for

Compton scattering and Bremsstrahlung, to discuss pair production and anni-
hilation.28

Klein–Nishina Formula for Moving Electrons

Stueckelberg could vindicate the value of his manifestly relativistic formal-
ism on the occasion of his elegant answer to a question raised by Pauli. At
the time, discrepancies were found between the Klein–Nishina formula for
Compton scattering and experimental data for high-energy incoming pho-
tons (Schweber [1994], p.82). All Compton scattering calculations for spin
1/2 electrons done before Stueckelberg were performed in the rest system of
the initial electron. Pauli consequently studied the question whether the K-N
formula was still valid in the limit where the initial and final light frequen-
cies � and �0 go to infinity, their ratio being kept constant (Pauli [1933]). To
this end he Lorentz-transformed the K-N formula from the rest system of the
initial electron to the one with arbitrary velocity v. Taking the infinite fre-
quency limit, Pauli found that the cross-section depended explicitly on v; for
unpolarized photons it is (in modern notation)

d

d

D ˛2

2M 2

�
mc2

E

�2 �
�0

�

�2
1

D2

�
�D

�0D0 C �0D0

�D
� sin2 �

�
(4.34)

where � is the scattering angle, � and �0 the initial resp. final frequencies
of the photon. D and D0 are further the Doppler factors D D 1 � v

c
cos˛

and D0 D 1 � v
c

cos˛0, where ˛ resp. ˛0 are the angles between the initial

electron and the initial, resp. final photon.29 Pauli’s calculation, as clever as
it was, nevertheless took five pages, whereas Stueckelberg could very easily
specialize his general formula to this case [20, pp. 379–380]. He put in his eq.
(4.32): k2 D k � ek D 0 and e2

k
D 1, which specializes to Compton scattering;

he further chose a gauge for which p � ek D p � ek0 D 0; corresponding to
transversality in the initial electron rest system. Hence he obtained:

W � p0

2p0
0


|
 D 2.ek � ek0/2 C .k � k 0/2

2.k 0 � p/.k 0 � p0/
: (4.35)

28 Franz [1938] gave the matrix elements for arbitrary polarizations of the photon and the electron, in

the electron rest-system. See also Nishina [1929a,b].
29 This formula differs from the Klein–Nishina one by the necessary changes when going from the initial

electron rest system to an electron moving with velocity v; namely mc2 ! E; �0

�
! �0

�
D0

D
:
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Using energy-momentum conservation and mass-shell conditions for elec-
trons, he recognized that

.k � k 0/2

2.k 0 � p/.k 0 � p0/
D 1

2

�
�D

�0D0 C �0D0

�D

�
� 1 : (4.36)

Stueckelberg then averaged over initial polarizations ek and summed over fi-
nal polarizations ek0 . He found for the first term in eq. (4.35):

1

2

X
ek

X
ek0

2.ek � ek0/2 D 1 C cos2 � (4.37)

cos � D 1 � .k � k 0/p2

.k 0 � p/.k � p/ (4.38)

and for the second term he found it doubled. Therefore

1

2

X
ek

X
ek0

W D �D

�0D0 C �0D0

�D
� sin2 � (4.39)

which is the bracket in eq. (4.34) now naturally written in the invariant form

.p � k/
.p � k 0/

C .p � k 0/
.p � k/ C

�
.k � k 0/.p � p/
.k � p/.k 0 � p/

�2

� 2

�
.k � k 0/.p � p/
.k � p/.k 0 � p/

�
:

After the publication of Stueckelberg’s paper, Pauli expressed his worry
about Stueckelberg’s procedure which consisted in first averaging over the
photon polarization in the rest system of the electron, and only then Lorentz-
transforming it back to the moving frame. Stueckelberg replied to Pauli’s
objection by remarking that, since unpolarized light is a Lorentz-invariant
notion, the averaging is a Lorentz-invariant operation and can therefore be
performed in any reference system. Nevertheless, in a subequent paper [23],
Stueckelberg showed in a clever way that one can average in a way which ex-
hibits manifest invariance from the beginning (see Lacki, Ruegg and Telegdi
[1999], pp. 505–507).

Bremsstrahlung

Bremsstrahlung is the emission of a free photon by an electron interacting with
the Coulomb field of a nucleus. It is thus analogous to Compton scattering,
where the initial photon k is replaced by a classical electromagnetic field30

Ak D 2„c

e2
Mkek cos.k � x/ with Mk D 4�Ze2

k2„c
: (4.40)

30 This corresponds to putting Pk to 1 in the general formulas, see (4.28).
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In a particular reference system where k0 D 0, Mk is the Fourier trans-
form of the Coulomb potential Ze2=r of a nucleus. ek is again a polarization
vector.

Previously to Stueckelberg, the formula for Bremsstrahlung in the elec-
trostatic field had been obtained by Bethe and Heitler [1934] and by Sauter
[1934] in the second-order of perturbation theory. Using qualitative argu-
ments, Williams and von Weizsäcker found, on the other hand, an approx-
imate formula, which for large initial energy Ee of the electron and large
energy compared with mc2of the emitted photon, agrees with the Bethe–
Heitler–Sauter formula (v. Weizsäcker [1934], Williams [1934]). The idea
of von Weizsäcker and Williams, inspired by Fermi [1924], goes as follows:

In the rest system of the nucleus the Fourier transform of the static field is
given by

V L D 1

.2�/3

Z
d4kı.k0/Mk.ek � k/ei.k �x/ : (4.41)

Since Ee � mc2 by assumption, the electron has a large velocity v. In
the rest system of the electron, the partial waves of (4.41) move with velocity
V D �v. jV j is almost equal to the light velocity c, and the partial waves
for small k2 are almost transverse ((ek � k/ Š 0). To these quasi-lightwaves,
v. Weizsäcker-Williams apply the Klein–Nishina formula for electrons at rest.
The Bremsstrahlung, calculated in this frame, appears as an incoherent sum
of the scattering amplitudes of the individual partial waves k. This can be
justified by the fact that one averages over wave-packets large in comparison
with the nuclear field.

To treat Bremsstrahlung, the strategy of Stueckelberg is to define what he
calls the “generalized Klein–Nishina formula” [20, pp. 376–377]. To this end
he replaces Vk

p
Nk by Mk (k2 ¤ 0; .ek � k/ ¤ 0 ) everywhere in the calcula-

tion for Compton scattering leading to the K-N formula. Stueckelberg shows
next that the Bethe–Heitler formula for Bremsstrahlung, exact to second or-
der, can be deduced from his generalized K-N formula in the same way as the
approximation for large velocities was deduced by v. Weizsäcker-Williams
from the ordinary K-N formula [20, pp. 380–385].31 Here too, Stueckelberg
takes advantage of the manifest relativistic and gauge invariance of his formal-
ism, which allows him to go back and forth between the nucleus rest system
(B-H-S formula) and the electron rest system (v. W-W formula). For exam-
ple, to go from the former to the latter, a gauge transformation is used from a
polarization with only a time component, to one with only space components.
Finally, Stueckelberg shows that the incoherent addition of the contributions
of partial waves is rigorously justified.

31 In Stueckelberg [24] the same idea was used to obtain the formula for pair creation by a fast electron

in the field of a nucleus.
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4.4. The Response to Stueckelberg’s Paper

A survey of the literature after Stueckelberg’s 1934 paper [20] shows that his
covariant approach remained essentially ignored. The first paper which re-
ferred to it was Wannier’s (Wannier [1935]) where the author mentioned that
his result for the trace over spinor indices had also been obtained by Stueckel-
berg in his eq. (4.32). But Stueckelberg’s scheme is for instance not men-
tioned by Heitler in his book (Heitler [1936]). This could be an illustration
of the difference of “styles” of Heitler and Stueckelberg. While the first tried
to get as simple expressions as possible, ready for applications, the second
was more interested in the general structure of the theory with an empha-
sis on symmetries and other fundamental principles. Strangely enough, even
Wentzel, who suggested the key idea of Stueckelberg’s work, never quoted it.

Pauli had certainly noticed the 1934 paper, since, as discussed above,
Stueckelberg wrote a sequel on a Lorentz-covariant polarization vector an-
swering the criticism of Pauli [23]. Later on, in a letter to Heisenberg (5 Febru-
ary 1937), Pauli drew Heisenberg’s attention to Stueckelberg’s achievement:

I would also like to draw your attention to a work of Stueckelberg
concerning the formalism of perturbation theory. The paper is not
well written, but the basic idea (due to Wentzel) seems reasonable
to me; it consists in making evident the relativistic invariance by
eliminating space and time completely from the theory and ex-
amining directly the coefficients of the four-dimensional Fourier
expansion of the wave function (Pauli [1937]).

This lack of interest appears retrospectively as very unfortunate, as was
recognized by Victor Weisskopf in his recollections of that period. Recalling
the difficulties encountered in higher-order corrections to QED, Weisskopf
remarks:

Already in 1934 [. . . ] it seemed that a systematic theory could
be developed in which these infinities [divergent radiative cor-
rections] were circumvented. At that time nobody attempted to
formulate such a theory [. . . ]. There was one tragic exception
and that was Ernst C. G. Stueckelberg. He wrote several papers
in which a manifestly invariant formulation of field theory was
put forward. This could have been a perfect basis for developing
the ideas of renormalization. Later on, he actually carried out a
complete renormalization procedure in papers with D. Rivier, in-
dependently of the efforts of other authors.32 Unfortunately, his
writings and his talks were rather obscure, and it was very difficult

32 See Gérard Wanders contribution to this volume on Stueckelberg’s S -matrix research.
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to understand them or to make use of his methods. He came fre-
quently to Zurich in the years 1934–6, when I was working with
Pauli, but we could not follow his way of presentation. Had Pauli
and I myself been capable of grasping his ideas, we might well
have calculated the Lamb shift and the correction to the magnetic
moment of the electron at the time. (see also Weisskopf [1983],
p. 73–74; Weisskopf [1981], p. 78)

After the 1939–45 war, a whole new era started in quantum field theory
with the renormalization program. In his report to the 1948 Solvay congress,
J. R. Oppenheimer insisted on the necessity to preserve covariance in all steps
of the calculation if one wants to eliminate the infinities. As an example of
such a covariant theory he quotes Stueckelberg’s paper.

Now it is true that the fundamental equations of quantum-elec-
trodynamics are gauge and Lorentz covariant. But they have in a
strict sense no solutions expansible in powers of e. If one wishes
to explore these solutions, bearing in mind that certain infinite
terms will, in a later theory, no longer be infinite, one needs a co-
variant way of identifying these terms, and for that, not merely
the field equations themselves, but the whole method of approxi-
mation and solution must at all stages preserve covariance. This
means that the familiar Hamiltonian methods, which imply a fixed
Lorentz frame t=constant, must be renounced; neither Lorentz
frame nor gauge can be specified until after, in a given order in
e, all terms have been identified, and those bearing on the defini-
tion of charge and mass recognized and relegated; then of course,
in the actual calculation of transition probabilities and the reactive
corrections to them, or in the determination of stationary states in
fields which can be treated as static, and in the reactive correc-
tions thereto, the introduction of a definite coordinate system and
gauge for these no longer singular and completely well-defined
terms can lead to no difficulty.

It is probable that, at least to order e2, more than one co-
variant formalism can be developed. Thus Stueckelberg’s four-
dimensional perturbation theory would seem to offer a suitable
starting point, as also do the related algorithms of Feynman (see
the reprint in Schwinger [1958], p. 150).

In the same spirit F. J. Dyson (1949) comments in the notes added in proof
to his paper (Dyson [1949]: “A covariant perturbation theory similar to that of
section III has previously been developed by E. C. G. Stueckelberg”) referring
to the 1934 paper [20] and to Stueckelberg’s [67].

The importance of manifest Lorentz and gauge invariance for the devel-
opment of the theory in these times has been also emphasized by Abraham
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Pais. When commenting on Schwinger’s Lorentz invariant 1948 calculation
of various terms contributing to the Lamb shift, Pais writes: “Schwinger’s
direct calculation of the electric term produced a most unpleasant surprise,
however: it was too small by a factor 1=3!” (Pais [1986], p. 457).33 Pais
continues by quoting Schwinger: “This difficulty is attributable to the incor-
rect transformation properties of the electron self-energy in the conventional
Hamiltonian treatment and is completely removed in the covariant formalism
now employed” (see Schwinger [1949]). Pais concludes with the following
discussion:

How can a fully covariant theory yield non-covariant results? Be-
cause during the calculation one has to subtract infinity from infin-
ity, which in general is not a well-defined step. How can one hope
to avoid non-covariant answers? By computing in such a way
that covariance is manifest at every stage; and likewise for gauge
invariance. Take, for example, Heisenberg and Pauli’s treatment
of quantum electrodynamics in the Coulomb gauge which [. . . ]
may not look covariant but is covariant nevertheless. It is not,
however, manifestly covariant at every stage. Thus the Coulomb
gauge does not lend itself (readily) to the evaluation of radiative
corrections. Likewise the second-order perturbation formula [. . . ]
and its higher-order partners, though actually covariant, are not
manifestly so. One can, however, cast them in an equivalent man-
ifestly covariant form, as in fact Stueckelberg had already shown
in 1934.34

Finally let us report this opinion of Gell-Mann:

By about 1950 it was known that QED is renormalizable for
charged spinor particles [. . . ] The second-order renormalizability
of the charge in QED had been established in 1934 by Dirac and
Heisenberg, and that of the mass by a number of authors in 1948.
Of those, the first ones to complete correct relativistic calculations
of the Lamb shift (Willis Lamb and Norman Kroll and J. Bruce
French and Victor Weisskopf) actually used the clumsy old non-
covariant method. The place where the new covariant methods
played a crucial role, particularly those of E. C. G. Stueckelberg
and Richard P. Feynman, which are still used today, was in per-
mitting calculations to be done quickly, especially to fourth and

33 Pais’ source is here J. Schwinger in Brown and Hoddeson [1983], p. 329.
34 In his book, S. S. Schweber reports on the other hand this revealing reaction of Schwinger when asked

about the disparities between his calculation of the Lamb shift and that of French and Weisskopf:

“Well, if you do not keep the calculation explicitly covariant, anything can happen” (Schweber [1994],

p. 244–245).
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higher orders (which would have been impractical with the old
methods), and in making possible the proof of renormalizability
to all orders. (Gell-Mann [1989], p. 702)

There is no single answer as to why Stueckelberg’s contemporaries did not
take advantage of his method. Various reasons could have been indeed at play.
Stueckelberg’s paper was certainly not written in a transparent style (remem-
ber Weisskopf’s and Pauli’s comments). His notations were rather clumsy.
Also, some of the mathematical features of Stueckelberg’s theory were less
common (in particular his unconventional use of complex integration to put
particles on mass-shell). More generally, the paper did not provide a new
physical result but “only” a new method for deriving results already obtained;
no one realised (see Weisskopf’s reminiscences) that it could have been used
to study in a more consistent way the unsolved problem of the divergences.

4.5. Appendix

The following conventions were used. Four-vectors are written in normal
type, with their spatial part noted in boldface: and the time-component a0;
thus a D .a1; a2; a3; a0/ D .a; a0/. In particular, the space-time location
of an event is given by the four-vector .x; ct/ where the time-component
x0 D ct and c is the speed of light in vacuum. The relativistic metric is
given by the matrix g�� with gii D �g00 D 1, i D 1; 2; 3. In the his-
torical works mentioned in this commentary, the euclidean metric is used
instead, introducing for each time-component a0 its euclidean counterpart
a4 D ia0: Thus, the space-time scalar product between two four-vectors a
and b is a � b D ab � a0b0 � a�b� where the sum convention has been used
in the last expression, whereas, in the euclidean metric, a � b D ab C a4b4:

An electromagnetic plane wave  of angular frequency ! D 2��, wave-

length �;and direction of propagation given by the unit vector Ok is given by

 D exp

i
!

c
. Okx�ct/

�
D exp.ik � x/

where the four-vector k D .k; k0/ D !
c
. Ok;1/ has been introduced: Similarly,

using the Einstein–Planck-de Broglie relations: p D „k, E D „!, the matter-
wave associated to a particle with four-momentum p D .p; E

c
/ is

exp

�
i

„ .px�Et/

�
:

The wave vectors of the initial and final radiation are denoted respectively

by Ok and Ok0; and in general, quantities related to the final state are primed.
The original notations of Stueckelberg appear quite unusual and are cer-

tainly not most transparent. A dictionary for going from his notations to the
ones used here is the following.
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– Space-time metric: ı�� ! g��

– Four momenta: initial electron l0 ! pI final electron l ! p0; initial
photon k ! k; final photon �p;then m ! k 0

– Photon polarization: k ! ek

– Photon state: u.N / ! jN i
– Photon annihilation and creation operators: �k ; �

|

k
! ak ; a

|

k

– Electron spinor: A.l/ ! u.p/

– Electron spinor on mass-shell: B.l/ ! !.p/

– Adjoint spinor: B| D B��4 ! N! D !|�0
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CHAPTER 5

Stueckelberg’s Unitary Field Theory of 1936–1939

Olivier Darrigol

The scientific production of Ernst Carl Gerlach Stueckelberg von Breiden-
bach reached a peak in the years 1936–39, in which he produced a series
of deeply original papers on quantum field theory and its applications to nu-
clear matter. The only trace of this work in the memory of today’s physicists
is the Stueckelberg B-field, a trick to avoid troubles in quantizing massive
vector-fields. Yet Stueckelberg’s innovations went far beyond this formal con-
tribution. For instance, he devised the first manifestly covariant perturbation
theory, and he greatly contributed to the meson-field theory of nuclear inter-
actions. Considerations of style, timing, and character explain the disparity
between his achievements and their long-term appreciation.

5.1. From the Electric Arc to the Quantum Fields

Stueckelberg learned the older quantum theory under Arnold Sommerfeld,
in Munich in the years 1924–25. His first use of it was an indirect one, in
the experimental determination of the temperature of an electric arc through
Planck’s black-body law. This work was the basis of his dissertation [1] un-
der August Hagenbach in his native city Basel. In the six following years,
he worked as a house-theoretician at Palmer Laboratory in Princeton in col-
laboration with Henry DeWolf Smyth and Philip Morse. His main research
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topic was the theoretical interpretation of data on inelastic collisions, on the
basis of the new quantum mechanics. His now best-remembered result was
his solution of the “Landau–Zener–Stueckelberg problem” of inelastic col-
lisions between two-level systems, in which he unveiled the “Stueckelberg
oscillations” of the effective cross section in the case of crossing levels [19].
This and similar work established him as a competent and promising quantum
physicist.1

In 1933–35, he came to the University of Zurich as a Privatdozent, which
brought him in contact with Wolfgang Pauli and Gregor Wentzel. Two new
particles, the positron and the neutron, had just been discovered. Hopes were
rising to apply the young and troublesome quantum field theory to high-
energy processes and to nuclear physics. Pauli was one of the main con-
tributors to this theory and to this physics, as a lucid critic of Paul Dirac’s and
Pascual Jordan’s foundations of 1926–28, as the author, with Werner Heisen-
berg, of two major memoirs on relativistic quantum field theory in 1929–30,
and as the inventor of the neutrino in 1930. When Stueckelberg arrived in
Zurich, Pauli was working with Victor Weisskopf on a new theory of charged
scalar fields and on vacuum polarization effects in quantum electrodynamics;
Wentzel was exploring a way to eliminate the infinities that result from the
perturbative coupling of quantum fields.2

In March 1934, Pauli informed a local authority that “Dr. Stueckelberg
ha[d] expressed a desire to get deeper involved with QED.” In September of
the same year, he wrote to Weisskopf:

Perhaps we could invite Stueckelberg to collaborate with us. He
is slow but reliable, and I would be pleased if we could bring him
closer to the sort of scientific problems on which we have been
working.

It was a suggestion by Wentzel, however, that prompted Stueckelberg’s
first important contribution to quantum field theory. Wentzel had been work-
ing on a new theory of point-like electrons based on the classical limit of
a new version of quantum electrodynamics that Dirac had initiated in 1932.
As this new quantum electrodynamics, unlike the earlier theories by Dirac,
Heisenberg, and Pauli, was manifestly covariant, Wentzel suspected that it
might lend itself to easier perturbative calculations of relativistic processes.
He asked Stueckelberg to explore this possibility.3

1 On Stueckelberg’s biography, cf. Wenger [1986]; Enz [1986] and Gérard Wanders’ contribution to this

volume. On Stueckelberg’s works on molecular dynamics, cf. Jan Lacki’s contribution to this volume.
2 On the early history of quantum field theory, cf. Schweber [1994], Darrigol [1984], Darrigol [1986].
3 Pauli to Weisskopf, 5 Sep 1934, in von Meyenn [1985], vol. 3, pp. 763–764. Wentzel’s role is

acknowledged in Stueckelberg’s paper [20]. See the contribution of Jan Lacki to this volume.
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5.2. Covariant Quantum Electrodynamics

With his theory of 1932, Dirac aimed to solve the difficulties of the former
quantum electrodynamics in a manner similar to that through which Heisen-
berg had solved the difficulties of the old quantum theory. The idea was to fo-
cus on transition probabilities, between two quantum states of the same atom
in the Heisenberg case, between two free-field quantum states in the case of
quantum electrodynamics. Dirac injected the 4-potential of the free quantized
electromagnetic field in the Dirac equation for each charged particle, and in-
terpreted the solution of the resulting system as an operator connecting in-
and out-states of the field. In the spinor case, this procedure yields the system
subsequently established by Dirac and his Russian friends Vladimir Fock and
Boris Podolsky:

@2A� D 0 ;�
i=@˛ � e˛ =A.x˛/ � m˛

�
‰.x1; : : : ;x˛; : : :xN / D 0 ; 

@ � A �
X

˛

e˛�.x � y/

!
‰ D 0 ;

where A� is the electromagnetic potential obeying the commutation relations�
A�.x/;A�.y/

	 D i����.x � y/ ;

with ��� the Lorentz-metric tensor, � the invariant delta function of Jordan
and Pauli, e˛ and m˛the charge and mass of a particle; the / sign denotes
contraction with the Dirac matrices �� and „ has been set to 1. Worth noting is
the occurrence of a different time for each charged particle, which permits the
manifestly covariant form of the equations. (Dirac [1932]; Dirac, Podolsky
and Fock [1932]. Cf. Schweber [1994], pp. 46–55; Darrigol [1982], pp. 106–
109)

Although Dirac thus hoped to provide a new divergence-free quantum
electrodynamics, Léon Rosenfeld soon showed that the new theory was noth-
ing but the multi-time extension of ordinary quantum electrodynamics in a
mixed interaction picture.

In the Schrödinger picture, the evolution of the state vector of the com-
bined system of field and particles is given by the equation 

HR C
X

˛

h˛.A
S /

!
j ‰iS D i„ @

@t
j ‰iS ;
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where HR is the field Hamiltonian and h˛ is the Dirac-electron Hamiltonian.
The unitary transformation U D exp.iHRt/ yields the equation of evolution

X
˛

h˛

�
A.t/

	 j ‰i D i„ @
@t

j ‰i or

X
˛

�
i�0

@

@t
� i�r˛ � e˛ =A.x˛; t/ � m˛

�
j ‰i D 0

which results from the Dirac–Fock–Podolsky system

.i=@˛ � e˛ =A.x˛/ � m˛/‰.x1; : : : ;x˛; : : :xN / D 0

if the vector is related to the solution of this system by

hx1; : : : ; x˛; : : : xN j ‰i D ‰.x1; t I : : : I x˛; t I : : : xN ; t/ :

Consequently, the DFP matter field ‰.x1; : : : ;x˛; : : :xN / is a multi-time ex-
tension of the single-time evolution of the state-vector j ‰i in the mixed pic-
ture for which the electromagnetic field evolves according to the free-field
equations (Rosenfeld [1932]).

Although this equivalence disappointed Dirac, the DFP theory remained
attractive because of its manifestly covariant character. Being based on equal-
time commutators, the older theory of Heisenberg and Pauli required a for-
biddingly complex proof of covariance of its physical results. The new theory
needed no proof at all. Besides Wentzel, it seduced three budding geniuses
of quantum field theory, Julian Schwinger, Sin-itiro Tomonaga, and Hideki
Yukawa.

Following Wentzel’s suggestion, Stueckelberg sought a perturbative solu-
tion of the DFP equations. For a single electron, the DFP interaction is ruled
by

.i=@ � e =A � m/‰.x/ D 0 ;

wherein A� is the free quantized potential, and ‰.x/ belongs to the Hilbert
space of electromagnetic field states. Stueckelberg wrote

‰ D ‰0 C‰1 C‰2 C � � �
with

‰0 D eip �xu.p/ j 1k"i .such that .i=@ � m/‰0 D 0/

.i=@ � m/‰1 D e =A‰0 ;

.i=@ � m/‰2 D e =A‰1 ;

: : :
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The ‰2 term has components proportional to ei.pCk�k0/ �x j 0k"; 1k0"0i, to
be interpreted as Compton scattering. The corresponding probability ampli-
tude is identical to that given by the Feynman rules applied to the sum of the
diagrams,

with the propagator =PCm
P2�m2 (the i" is irrelevant at this order).4

Stueckelberg thus retrieved the Klein–Nishina formula and generalized it
to a moving target electron. Whereas Oskar Klein and Yoshio Nishina’s orig-
inal derivation required several pages of difficult calculations, the new deriva-
tion took only a few lines. It was explicitly covariant at every step, and it did
not involve any summation over intermediate energy states.5

Despite these evident qualities, Stueckelberg’s paper went largely unno-
ticed. The only known comment is Pauli’s, in a contemporary letter to Heisen-
berg:

This paper is not very well written, but the basic idea (which
came from Wentzel), seems reasonable to me; it consists in mak-
ing the relativistic invariance evident by completely eliminating
time and space from the theory and dealing directly with the four-
dimensional Fourier development of the wave function.

Pauli’s reaction gives a first hint for understanding why Stueckelberg’s
anticipation of Feynman-style perturbation theory did not strike his contem-
poraries as a major achievement: his idiosyncratic style, with personal nota-
tions and occasionally unexplained steps, made his writings difficult to fol-
low. More fundamentally, manifest relativistic covariance and computational
efficiency were not at the top of the agenda of contemporary field theories.
They only became so after the advent of renormalization theory. In the 1930s
and early 1940s the most urgent problems were the UV divergencies of the
higher-order terms of perturbative expansions, and the compatibility of the
lower-order (finite) terms with the known phenomenology of electromagnetic

4 See [20]; concerning this paper, see the thorough study (Lacki, Ruegg and Telegdi [1999]); and Jan

Lacki’s contribution to this volume.
5 Sin-itiro Tomonaga performed a similar calculation after seeing the DFP paper, but did not publish it,

probably because he judged the result not to be sufficiently new: see Darrigol [1988], p. 16. In 1938,

Heisenberg wrote the T-exponential formula for the S -matrix in the interaction picture, on which

the modern relativistic perturbation theory is based (Heisenberg [1938]). He emphasized the explicit

covariance of this formula, but only used it for the relativistic introduction of a fundamental length.

Cf. Darrigol [1982], p. 175.
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and nuclear forces. Few were those who believed that covariant methods were
essential in solving these problems.6

In 1936, Stueckelberg applied his covariant perturbation technique (lim-
ited to tree-diagram processes) to a new field theory of his own. In 1938,
he retrieved the Møller formula for electron-electron scattering with this
method. In order to explain the agreement with Christian Møller’s semi-
classical derivation (based on retarded potentials), he appealed to the Heisen-
berg picture in which the electromagnetic field evolves according to the clas-
sical field equations. He did so firstly in the particle picture, and secondly in
the quantized-wave picture for the electrons. In the multi-time extension of
the latter case, he obtained an equation similar to the Tomonaga–Schwinger
equation, with a state vector defined on a space-like surface. However, the
operator in his version of this equation was not relativistically invariant, be-
cause he did not use the interaction picture of Tomonaga and Schwinger (in
which the interaction Hamiltonian is invariant). The physical understanding
of retardation, not manifest covariance, then motivated him.7

5.3. Nuclear Forces: 1930–1935

In the five years preceding Stueckelberg’s arrival in Zurich, enormous
progress had been made in understanding the physics of the nucleus. It should
be remembered that until the early 1930s the nucleus was commonly regarded
as made of protons and electrons, the only elementary particles of the time
(besides the lightquantum). Around 1930, Niels Bohr and other quantum the-
orists noted that quantum mechanics did not allow the confinement of elec-
trons in the tiny volume of a nucleus. Moreover, the process of ˇ-decay was
believed to violate three basic conservation laws regarding energy, spin, and
statistics. Bohr argued that electrons did not truly exist as separate dynam-
ical entities in the nucleus, that they were created in the ˇ process. At the
same time, he argued that quantum mechanics legitimately applied to heavy
components of the nucleus such as the proton or ˛ particles, thus justifying
George Gamow’s explanation of ˛-decay in terms of tunneling through a po-
tential barrier. The alleged reason for this difference between electron and
heavy particle was that the former’s electromagnetic radius was of the same
order as the diameter of the nucleus, whereas the latter’s was a thousand times
smaller. (Cf. Stuewer [1983]; Brown and Rechenberg [1996], Chapter 1; Dar-
rigol [1988b], pp. 240–247)

6 Pauli to Heisenberg, 5 Feb 1937, in von Meyenn [1985], vol. 2, p. 513.
7 See [29] and [39], especially on p. 242. Stueckelberg’s insistence on retardation in this paper may

have come from Kemmer’s criticism of his unified theory of 1936 (see below).
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In the same year 1930, Pauli proposed to save the conservation of energy,
spin, and statistics in ˇ-decay by introducing a new, heretofore unobserved
particle of vanishing mass, spin one-half, and Fermi statistics. In 1932, James
Chadwick discovered the neutron in the radiation emitted by beryllium under
˛-particle bombardment. Heisenberg immediately realized that every nucleus
could be built of neutrons and protons, whose interactions should obey quan-
tum mechanics according to Bohr. For the interaction Hamiltonian, he used
the form �1

2
J.r12/.�

C
1
��

2
C �C

2
��

1
/ wherein r12 is the distance between two

nuclear particles, and �˙ an operator changing a neutron state into a proton
state or reciprocally. This choice being guided by analogy with the matrix-
mechanics treatment of the H+

2 ion and the H2 molecule, Heisenberg spoke
metaphorically of the exchange of an electron between the two nuclear par-
ticles, even though he agreed with Bohr that quantum mechanics could not
possibly apply to such a process. (Cf. Brown [1978]; Carson [1996]; Brown
and Rechenberg [1996], pp. 33–36; Darrigol [1988b], pp. 247–254)

In the summer of the same year 1932, Carl Anderson identified a new light
positive particle in cosmic-ray induced processes. A few months later, Pauli
briefly contemplated the idea that this new particle may have Bose statistics
and thus be the exchanged particle responsible for Heisenberg’s nuclear force.
The Leningrad field theorist Heinrich Mandel further suggested that this ex-
change could be described as a quantum-field-theoretic process, in analogy
with photon exchange in quantum electrodynamics. By 1934, most physi-
cists agreed with Patrick Blackett and Giuseppe Occhialini that Anderson’s
“positron” was nothing but a hole in the infinite sea of negative-energy solu-
tion of the Dirac equation for the electron, no matter how suspicious this idea
had seemed before. Pauli and Mandel gave up the Bose-positron and derived
speculations.8

In 1933–34, Enrico Fermi proposed a new theory of ˇ-decay based on
Bohr’s idea that the electron was created in this process, on Pauli’s idea that
a neutrino was also created, and on Jordan’s quantized field concept for rep-
resenting the creation and annihilation of matter particles. His interaction
Hamiltonian was the Hermitian part of g� t�  C

e ı 
C
� ; where g is the coupling

constant, �� is the operator that transforms a neutron state into a similar pro-
ton state,  e and  � are the quantized spinor fields for the electron and the
neutrino, and ı is a 4�4 matrix that makes t C

e ı 
C
� the time component of

a 4-vector. Analogy with photon emission in quantum electrodynamics in-
spired the latter choice. As long as it was limited to first-order processes, the
theory yielded reasonable results. Heisenberg and Fermi concluded that the
true source of the former troubles of nuclear theory was not the fundamental

8 Pauli to Heisenberg, 4 Jul 1933, in von Meyenn [1985], vol. 2, p. 314, Heinrich Mandel, “Bemerkung

zur Heisenbergschen Theorie des Atomkernes”, Cf. Darrigol [1988b], pp. 256–259.
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failure of quantum mechanics at that scale, but rather the misidentification of
basic building blocks and processes; once the neutron and the neutrino were
available, and once the discovery of the positron made particle-creation more
natural, quantum mechanics and quantum field theory (as far as it was well-
defined) provided the desired dynamics. (Fermi [1934a,b]. Cf. Brown and
Rechenberg [1996], pp. 41–44; Darrigol [1988b], pp. 263–266)

Heisenberg, Fermi, Igor Tamm, and Dmitri Iwanenko soon extended
Fermi’s quantum-electrodynamical analogy to the neutron-proton force.
Somewhat like Mandel, who relied on the creation and absorption of vir-
tual Bose-positrons, they explained this force through the creation and re-
absorption of an electron-neutrino pair. This process derives from Fermi’s
theory at second order and may be anachronistically represented by the dia-
gram.

Among several difficulties, the “Fermi-field theory” involved an artificial
elimination of infinities (yielding the potential g2=hcr5) and gave the wrong
order of magnitude for the nuclear forces. Pauli severely criticized it, to the
point of calling Fermi “a half-experimental opportunist.” Other theorists ad-
mired its beautiful simplicity and unity of this scheme, and struggled to solve
the order-of-magnitude difficulty by modifying the Fermi coupling.9

5.4. The Neutrino Theory of Light

Quite independently of nuclear developments, in 1932 Louis de Broglie pro-
posed to regard the photon as a compound particle made of two elementary
particles of spin one-half. In this way, he argued, the analogy between mat-
ter and light would be more perfect, since the elementary particles of matter
(electron and proton) also had spin one-half. Moreover, simplicity seemed to
require that every spin in nature should be obtained by composition of spins
one-half. In 1934, as Pauli’s neutrino had grown more popular, de Broglie
built the photon out of two neutrinos. Pauli and Jordan applauded him, the
former because he welcomed every new employment of his dear neutrino,
the latter because he saw a new opportunity to apply his concept of quan-
tized matter waves. In 1935, Jordan gave the quantum-field-theoretic form

9 Pauli to Heisenberg, 24 Nov 1936, in von Meyenn [1985], vol. 2, p. 454. Cf. Brown and Rechenberg

[1996], Chapter 3.
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e. N e�� e/. N ��
� �/ to the coupling between electron field and neutrino

field, and noted the analogy with the relativistic extension of the Fermi cou-

pling g. N p�� n/. N e�
� �/. Around the same time, Iwanenko and Arsenij

Sokolov detailed the analogy between neutron-proton interaction in Fermi’s
theory and electron-electron interaction in de Broglie’s theory. In modern
terms, the diagram (Cf. Brown and Rechenberg [1996], pp. 76–80; Darrigol
[1988b], pp. 291–293).

is similar to

5.5. Stueckelberg’s Spinor-Field World of 1936

Impressed by this analogy and by the unity brought by Fermi’s and de
Broglie’s theories, Stueckelberg imagined a completely general field theory
of matter and light based on quantized spinor fields. He ambitiously situated
his attempt in the context of earlier unified theories by Gustav Mie, Hermann
Weyl, and Albert Einstein (with Walther Mayer). Whereas the basic field of
these theories always was a tensor field, Stueckelberg agreed with de Broglie
that the fundamental field should be a spinor. He treated electron, proton,
neutron, and neutrino as quantum states of the same particle, represented by
a 16-component ‰ wave. (Stueckelberg [26, 27]. Cf. Darrigol [1988b], pp.
293–295)

For the basic Lagrangian, Stueckelberg assumed the form

L D N‰.i=@ � M /‰ �
Z

d4yK.x;y/J �.x/J 0
�.y/ ;

with
J �.x/ D N‰��ƒ‰ and J �.x/ D N‰��ƒ

0‰ ;
wherein the matrices ƒ and ƒ0 act on the particle-kind index of the ‰ wave.
He further required the conservation of the electric current N‰e��‰eC N‰p��‰p
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and of the “neutrinic” or “dual” current N‰���‰� C N‰n��‰n, and he excluded
matter-annihilating processes. These constraints lead to the currents

J� D N‰e��‰e C N‰p��‰p ; J 0
� D N‰���‰� C N‰n��‰n

for electromagnetic forces

and

J� D N‰e��‰� C N‰p��‰n ; J 0
� D J �

� D N‰���‰e C N‰n��‰p

for nuclear forces .

In a sequel, he introduced the fields A� D N‰��
�‰� and B� D N‰p�

�‰n

through which the interaction terms of the Lagrangian become more similar
to the e N‰ =A‰ of quantum electrodynamics. The result should not be confused
with a genuine mesic theory of nuclear forces, since the B� field here remains
a compound field without specific quanta.10

Within this framework and with his covariant perturbation theory, Stueckel-
berg computed the probability of ˇ-decay, and more innovatively, that of K-
electron capture with and without emission of � rays. In a lecture given in
Basel in November of the same year 1936, he characterized the underlying
philosophy of this theory as a positivism inherited from Ernst Mach and Pas-
cual Jordan. The Machian idea of “a simpler and better description,” not any
suspicious metaphysics, was the alleged motor of his field-unifying enterprise.
In the same lecture, Stueckelberg introduced the conservation of the “heavy
charge” and the “light charge” as a replacement for his earlier conservation
law. The following table of his lecture shows how he defined these new quan-
tum numbers (see the columns for “leichte Ladung” and “schwere Ladung”),
which anticipated our leptonic and hadronic numbers.11

10 Stueckelberg [26, 27, 29]. Note that Stueckelberg’s field is not the Fermi field. In his view, the basic

field process for nucleon-nucleon forces involves only the nucleon fields.
11 Stueckelberg, ibid., [30, 33].
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5.6. Stueckelberg’s Mediating Field

As the kernel K in his interaction Lagrangian � R d4yK.x;y/J �.x/J 0
�.y/,

Stueckelberg took K.x;y/ D C exp..x � y/2=�2/ for the terms yielding
nuclear forces, and K.x;y/ D Cı..x � y/2/ for the terms yielding elec-
tromagnetic forces. The former choice was intended to reproduce the short
range of nuclear forces, and the latter choice optimized the analogy with
quantum electrodynamics. Nicholas Kemmer promptly noted that the choice
K.x;y/ D Cı..x � y/2/ was the only one compatible with the relativistic
retardation of interactions. He also showed that the adoption of this kernel for
nuclear forces would lead to catastrophic results, such as an infinite binding
energy for the deuteron. (Stueckelberg [26, 27]; Kemmer [1936], pp. 48–49)

In reaction to Kemmer’s criticism, in 1937 Stueckelberg decided to imitate
the field-mediated retardation found in usual electrodynamics, and replaced
his biquadratic coupling with a field-mediated coupling, N‰A‰, with

A D ˆC a�y� C b��
�� C � � �

The mediating field A now is a dynamical field contributing to the kinetic
part of the Lagrangian. For the simplest pertinent choice of this field,

a� D QA� ; ˆ D T ' C T C'C ;

where A� is the electromagnetic potential, Q the charge matrix, ' a charge
scalar (Pauli–Weisskopf) field, and T is a matrix connecting electron states
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to neutrino states, and neutron states to proton states, with adequate coupling
constants. (Stueckelberg [38, 39]. Cf. Darrigol [1988b], pp. 295–296)

Stueckelberg identified the quanta of the scalar field ' with the “heavy
electron” discovered by Carl Anderson, Seth Neddermeyer, Jabez Street,
and Edward Stevenson in cosmic rays during the previous year. He was
first to assert the spontaneous decay of this particle into an electron and an
(anti)neutrino owing to the weak coupling between electron field, neutrino
field, and ' field. In the short note announcing his main results, he em-
phasized the similarity of his theory with Yukawa’s earlier theory of nuclear
forces (Stueckelberg [38, p. 41]):

The writer wishes to call attention to an explanation of the nuclear
forces, given as early as 1934 [in fact 1935], by Yukawa, which
predicts particles of this sort [mediators for the nuclear forces and
for ˇ-decay]. Independently of Yukawa, the writer has arrived at
the same conclusion.

There is no reason to doubt Stueckelberg’s sincerity regarding the inde-
pendence of his invention. Indeed his new unified theory naturally came out
of Kemmer’s criticism of his earlier unified theory with interaction kernels.
Its formal expression and its higher generality confirm this genesis. He may
nonetheless have been aware of Yukawa’s theory before he himself introduced
new mediating fields, because Yukawa probably sent his paper to European
authorities with whom Stueckelberg was in contact.

5.7. Yukawa’s U-Field

In a talk given at Sendai in April 1933, the young Yukawa sketched a new
theory of nuclear forces based on Bohr’s idea that electrons were created in
ˇ-decay and on a literal understanding of Heisenberg’s idea that electron ex-
change caused the force between two nucleons. The corresponding diagram
would be:

In analogy with quantum electrodynamics, Yukawa formed the interac-
tion Lagrangian by taking the product of the neutron field, the proton field,
and the electron field. At the end of his talk, he concluded a failure of this
theory, though not for the reasons a modern reader would expect. The vio-
lations of conservation laws resulting from the lack of Lorentz invariance of
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the Lagrangian did not bother him, since Bohr expected them. What stopped
Yukawa was the infinite range he found for the resulting forces, owing to
a miscalculation of the Green function of the Dirac operator. (Cf. Darrigol
[1988b], pp. 275–279)

When in 1934 Yukawa became aware of Fermi’s theory, he immediately
tried to replace the electron exchange of his earlier attempt with the exchange
of an electron-neutrino pair. Although he agreed with his Western colleagues
that the resulting forces were too weak, he disagreed with them on the way to
solve this difficulty. Instead of playing with the form of the coupling between
the neutron-proton field and the electron-neutrino field, he more daringly de-
cided to replace the exchanged electron-neutrino pairs with the quanta of a
new field. Guided by analogy with quantum electrodynamics, he assumed that
in a first (non-relativistic) approximation this field was the time-component
of a 4-vector, which he called U in analogy with the electric potential V .
He found the field created by a point-like nucleon at rest to be proportional
to exp.�rmU c=h/, where r is the distance from the nucleon and mU the
mass of a quantum of the U field. This implies the range h=mU c for nu-
clear forces. From the mass defect of the deuterium and from scattering data,
Yukawa judged that the mass should be about two hundred times the mass of
the electron. (Yukawa [1935]. Cf. Brown and Rechenberg [1996], Chapter 5;
Darrigol [1988b], pp. 279–288)

In order to explain ˇ-decay, Yukawa further introduced a coupling be-
tween the electron-neutrino field and the U -field. In this view, the basic pro-
cess responsible for the decay of a neutron is

Yukawa investigated the phenomenological consequences of his theory in
much greater detail than Stueckelberg. For instance, he showed that the sign
choice for the source term in the U -field equation gave the correct spin for the
normal state of the deuterium nucleus, whereas Stueckelberg failed to note
that his tentative scalar theory gave the opposite value. In general, Stueckel-
berg tended to favor formal generality over phenomenological adequacy.

These differences and Yukawa’s clear priority explain why Stueckelberg is
usually not regarded as a co-discoverer of the mesic theory of nuclear forces.
Yukawa himself had trouble attracting the attention of Western experts. The
first mention of it in a non-Japanese publication appeared in June 1937 in
a note by Robert Oppenheimer and Robert Serber on the new cosmic ray
particle in the Physical Review. It was derogatory. The journal Nature re-
jected a letter by Yukawa of January 1937 in which he identified the new
particle with his own U -quantum. However, within a year or so several theo-
rists joined Yukawa’s and Stueckelberg’s efforts to modify and extend mesic
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theory. The convoluted history of this theory, with the long-lasting confusion
between muon and meson, was only beginning.12

5.8. Stueckelberg’s B-Field

In 1938, Stueckelberg published a lengthy, three-part memoir on meson the-
ory in the Helvetica Physica Acta. The first part emphasized retardation of the
mesic field created by the nucleons, and gave a first hint at a vector-meson the-
ory. The second and third part fully developed the latter theory, with the ben-
efit of covariant perturbation theory and of Møller’s older method of retarded
potentials. Stueckelberg gave a central role to his law of the conservation of
the “heavy charge,” and sought the most general theory that conserved electric
and heavy currents. As in his earlier paper, he explored the full spectrum of
possibilities, including the heterodox (Wentzel) case in which the mediating
field carries heavy charge, rather than detailing the phenomenological conse-
quences of the most plausible option. (Stueckelberg [39, 40]. Cf. Brown and
Rechenberg [1996], p. 211).

One interesting aspect of Stueckelberg’s vector-meson theory was the
clever way in which he solved an outstanding difficulty in the quantization
of massive vector fields.

As was already well-known, the gauge invariance of the electromagnetic
Lagrangian �1

4
F��F�� leads to difficulties in the canonical quantization pro-

cedure. In his foundational memoir of 1929, Fermi circumvented this diffi-
culty by adopting the Lagrangian

L D �1

2
@�A�@

�A�

which leads to the free-field equation

@2A� D 0 :

Maxwell’s equations @�F�� D 0 follow if the gauge is a posteriori set to
@ � A D 0. Quantization then succeeds through the commutation rule�

A�.x/;A�.y/
	 D ig�� 4 .x � y/ :

The quantum counterpart of the gauge condition is the weaker condition13

@ � A j  i D 0

for every permitted j  i.

12 Cf. Darrigol [1988b], pp. 288–291. On the vicissitudes of early mesic theory, cf. Monaldi [2005];

Brown and Rechenberg [1996], parts C and D.
13 Cf. Schweber [1994], pp. 72–75; Darrigol [1982], pp. 95–98, 110–116. As was much later understood

this condition is still too strong. Only the annihilating part of @ � A must be required to vanish on the

permitted state-vectors.
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The massive vector-field imitation of this procedure leads to the La-
grangian

L D �1

2
@�A�@

�A� C 1

2
m2A�A� ;

and to the field equation

@2A� C m2A� D 0 ;

which agrees with Proca’s field equation

@�F�� C m2A� D 0

if @ � A D 0.
As Stueckelberg realized, this simple procedure leads to various troubles.

At the classical level, the condition @ � A D 0 is no longer sufficient to make
the energy positive. At the quantum level, the commutation rule�

A�.x/;A�.y/
	 D ig��Dm.x � y/

leads to �
@ � A.x/; @ � A.y/	 D i@2Dm.x � y/ D �im2Dm.x � y/

which is incompatible with the (weaker) gauge condition.
Stueckelberg’s trick was to replace this condition with the new condition

.@ � A C mB/ j  i D 0

where B is an additional scalar field quantized through�
B.x/;B.y/

	 D iDm.x � y/ :

The commutation rules for A� and B then imply�
@ � A.x/C mB.x/; @ � A.y/C mB.y/

	 D i.@2 C m2/Dm.x � y/ D 0

which means that the new condition is self-consistent. The complete La-
grangian

L D �1

2
@�A�@

�A� C 1

2
m2A�A� C 1

2
@�B@�B � 1

2
m2B2 ;

leads to the Proca equations

@�F�� C m2
� D 0
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for the more physical fields14


� D A� � 1

m
@�B and F�� D @�
� � @�
� :

Again, Pauli was first to understand the value of Stueckelberg’s procedure.
In a letter to Wentzel of April 1939, he remarked:

This state of affairs [problem with self-commutation of additional
condition] is thoroughly explained (and even in an almost clear
manner) in a paper by Stueckelberg, who has constantly given
multiple formulations of the meson theory.

The “almost clear” is a hint at the difficulty contemporary theorists had
decrypting Stueckelberg’s difficult papers. In 1939, Pauli further noted that
the 
� field and the action

R
Ld4x were invariant under the transformation

A� ! A� C @�� ; B ! B C m� if .@2 C m2/� D 0 :

In recent years, there has been a resurgence of interest in Stueckelberg’s
procedure owing to similar difficulties in modern gauge theories. The in-
variance noted by Pauli is related to the BRST invariance of some of these
theories.15

5.9. Canonical Transformations

A last interesting aspect of Stueckelberg’s contribution to meson theory is the
use he made of canonical transformations to reach more convenient forms of
the Hamiltonian. Around 1930, Pauli, Oppenheimer, and Fermi already used
canonical transformations to eliminate longitudinal and time-like components
of the electromagnetic field and thus get the Coulomb interaction directly in
the Hamiltonian. In 1938, Stueckelberg (in parallel with Christian Møller and
Léon Rosenfeld) tried something similar for the meson field. He realized that
the spin and isospin dependence of the interaction Lagrangian made the elim-
ination of unphysical degrees of freedom much more difficult in the mesic
case, and led to additional terms of higher order besides the static Hamilto-
nian, both at classical and quantum level. In 1940 with his student Jean Patry,
he calculated the static terms of higher order, and found them troublesome
and divergent in the vector-field case.16

14 Stueckelberg [39, 40]. Cf. the in-depth study (Ruegg and Ruiz-Altaba [2004]); and the contribution

of Henri Ruegg and Marti Ruiz-Altaba to this volume.
15 Pauli to Wentzel, 24 Apr 1939, in von Meyenn [1985], vol. 2, pp. 635–636. Cf. Ruegg and Ruiz-

Altaba [2004].
16 Stueckelberg [42, 43, 44], Møller and Rosenfeld [1939]; Stueckelberg and Jean Patry [49]. On earlier

uses of canonical transformation in QED, cf. Darrigol [1982], pp. 113–114, 119–124, 198–205.
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Despite the negative character of this result, Pauli found the memoir “in-
teresting from a methodological point of view and clearly written,” as he wrote
to Homi Bhabba in March 1941. As Pauli well knew, canonical transforma-
tions that “dress” bare particles with a cloud of virtual photons or mesons
were becoming a powerful convenience of applied quantum field theory. It
had been used by Felix Bloch and Arnold Nordsieck in 1937 for a first solu-
tion of the infrared paradox of quantum electrodynamics, by Pauli himself and
Markus Fierz in an improved solution of the same paradox in 1938, and more
recently by Gregor Wentzel and by Sin-itiro Tomonaga in the strong-coupling
approach to mesic theory. It had a future in Tomonaga’s and Schwinger’s
version of post-war, renormalized quantum electrodynamics.17

5.10. A Dream

In July 1939, Stueckelberg published a note in Nature in which he proposed
a classical point-electron model with a cohesive Yukawa field. Owing to the
mutual compensation of electromagnetic and mesic contributions, the self-
energy of this electron has a finite value, namely: e2=2�, where e is the charge
of the electron, and � the Yukawa length. In a generalization to particles
endowed with spin and isospin, Stueckelberg conjectured that in this case the
self-energy was only finite for discrete values of the mass. A determination of
the mass of elementary particles seemed within arm’s reach.

Plausibly, this exciting speculation was the subject of the telegram that
Stueckelberg sent to a few leading physicists around that time. (Stueckelberg
[48]; also [42])

On 18 July, Pauli wrote to Dirac: “Stueckelberg [has] a serious nervous
breakdown. . . . His telegram to you and other physicists was at least prema-
ture, he had only some vague hopes and not yet anything definitely proved.”
Three months later, Pauli reported to Kemmer: “Stueckelberg was very ill
this summer, but he is much better now. His old illness, you know, seems
to be periodical, too bad!” Stueckelberg’s manic-depression lasted to the end
of his life. Although it repeatedly disrupted his family and work life, it does
not seem to have affected his scientific and social ability in the periods of
normality. The incident reported by Pauli was exceptional. Stueckelberg usu-
ally avoided unwarranted speculation in his publications. The originality of
his style should not be confused with fancifulness. Even the dubious letter
to Nature of July 1939 had solid content: its compensation mechanism later
inspired the field mixtures of Shoichi Sakata’s group in Japan.18

17 Pauli to Bhabba, 20 Mar 1941, in von Meyenn [1985], vol. 3, pp. 83–86.
18 Pauli to Dirac, 18 Jul 1939, and Pauli to Kemmer, 24 Nov 1939, in von Meyenn [1985], vol. 2. On the

Japanese cohesion field, cf. Darrigol [1988], p. 22.
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5.11. Conclusions

While developing his grand “field theory of matter” of the late 1930s, Stueckel-
berg forged some of the basic tools that permitted contemporary and later suc-
cesses of quantum field theory. He provided manifestly covariant formulations
and perturbative expansions; he expressed these expansions in terms of Green
functions and propagators; he promoted the view that all interactions should
be based on the virtual exchange of mediating particles; he introduced con-
served quantum numbers and currents; he applied canonical transformation
to the dressing of bare particles; he invented the B-field trick for quantizing
massive vector fields; and he introduced the idea of field-mixtures for com-
pensating UV divergencies.

Some of these tools, such as the mediating-field concept and canonical
transformations, were independently introduced and used by other theorists
around the same time. Some others, such as the manifestly covariant per-
turbation theory and the recourse to propagators only became popular after
Tomonaga, Schwinger, and Richard Feynman used them in their contributions
to renormalized quantum electrodynamics. For a long time, Stueckelberg was
the only physicist to benefit from them. Possible reasons for this relative iso-
lation have already been mentioned: the difficulty of his writing style, the
unfortunate timing of some of his innovations, the excessive generality of his
theories, and his lack of taste for working out special cases of phenomenolog-
ical interest. An additional reason may have been his lack of close partnership
with other eminent theorists, except for some of his later disciples.

Whether or not this isolation is judged unfair, it prevented Stueckelberg
from inflecting the course of theoretical physics as much as his genuine cre-
ativity could have done. His unitary field theory of 1936–39 nonetheless
anticipated several features of modern grand-unified theories, and contained
Yukawa’s theory as a particular case. The tools he developed in this ear-
lier period permitted his and his collaborators’ post-war progress on renor-
malized quantum electrodynamics, including important results on regulariza-
tion, causal Green functions, and S-matrix theory. Had these results been
expressed in a form as seductive as Feynman’s, Schwinger, and Tomonaga’s,
and Freeman Dyson’s contemporary writings, Stueckelberg would be more
often recognized as a central figure of this extraordinary episode of the his-
tory of physics.19

19 On Stueckelberg’s war-time and post-war contributions to QED, cf. Schweber [1994], pp. 576–582;

Henri Ruegg’s and Marti Ruiz-Altaba’s contribution to this volume; Darrigol [1982], pp. 308–312.



Stueckelberg’s Unitary Field Theory of 1936–1939 71

Acknowledgment

I thank Jan Lacki for his invitation to the 2005 Stueckelberg’s commemoration
and for providing some of the necessary sources.

References

Brown, L., The idea of the neutrino, Physics Today, vol. 31 (1978), pp. 23–28.

Brown, L. and Rechenberg, H., The Origin of the Concept of Nuclear Forces.
Bristol: Institute of Physics Publishing, 1996.

Carson, C., The peculiar notion of exchange forces. II: From nuclear forces to
QED, 1929–1950, Studies in History and Philosophy of Modern Physics,
vol. 27 (1996), pp. 99–131.
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CHAPTER 6

Stueckelberg 1937–1942: The B-Field and
Antiparticles as Time-Reversed Particles

Henri Ruegg and Marti Ruiz-Altaba

We review some of the scientific work done by E. C. G. Stueckelberg just be-
fore and just after the outbreak of World War II. In 1938, he introduced what
is now known as the Stueckelberg mechanism for giving mass to a gauge field
while preserving gauge invariance. In 1941, Stueckelberg introduced the con-
cept of antiparticles as time-reversed particles.

6.1. Introduction

We shall review a subset of the papers published by E. C.G Stueckelberg be-
tween 1937 and 1942, which we have classified in two groups:

– Papers about the recent discovery of a new particle – called a heavy elec-
tron at the time – leading to the Stueckelberg mechanism [38, 39, 40].
These papers have been widely cited since 1938 into the 21st century;
perhaps, they are more often cited than read.

– Papers on the quantum theory of particle-antiparticle pairs – deep papers
submitted in October 1941 which are very rarely quoted [53, 54, 56].
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The 1938 papers on electromagnetic and nuclear interactions were moti-
vated by the discovery of a new particle in cosmic rays which, Stueckelberg
argued, could be precisely the particle proposed by Yukawa mediating nu-
clear reactions. Requiring strict consistency and manifest Lorentz covariance
of the quantum field theory for a massive vector field led him to introduce a
new quantum field, nowadays called the Stueckelberg field. This extra field is
the price to pay for a consistent massive gauge theory with unbroken gauge
symmetry. As we shall sketch below, the Stueckelberg mechanism does not
extend to a non-Abelian gauge theory, which can only become massive by
breaking the gauge symmetry through the Higgs mechanism. A complete re-
view of the Stueckelberg mechanism, and its hypothetical application to the
standard model, has appeared elsewhere (Ruegg and Ruiz-Altaba [2004]).

The papers written in 1941 consider a charged massive point particle in ex-
ternal electromagnetic and gravitational fields. Using a slight generalization
of Einstein’s relativistic mechanics, Stueckelberg shows how to describe the
creation and annihilation of a particle-antiparticle pair in a general coordinate
invariant way. In Stueckelberg’s generalization, an electron’s world-line can
bend backwards in time – such a time-reversed electron is then reinterpreted
as an anti-electron. Very carefully, Stueckelberg proceeds then to (second)
quantize this picture. Remarkably, his detailed computations have been ap-
plied directly to study the evaporation of black holes (Damour [1986]).

In his construction of QED, Feynman followed the same idea of the
positron being an electron going backwards in time (Feynman [1949]), as
suggested to him by Wheeler (Feynman [1948]). The two sets of papers, one
leading to the Stueckelberg field and the other to the quantum field theory
of pair production/annihilation, share an underlying constant passion for gen-
erality and covariance. On every occasion, the most general formulation of
invariance laws is used.

6.2. Heavy Electrons

In 1937, several experimental groups discovered a new hard component in
cosmic rays. Assuming electrodynamics, they announced the existence of a
charged particle between one and two-hundred times heavier than the elec-
tron (Pais [1986]).

Oppenheimer and Serber on June 1 (Oppenheimer and Serber [1937]), and
Stueckelberg on June 6 [38], sent letters to Physical Review suggesting that
the new particle found in cosmic rays could be the meson proposed by Yukawa
to mediate nuclear interactions.

Stueckelberg’s letter starts as follows:

Different observers believe they have found evidence for the exis-
tence of charged particles whose mass amounts probably to about
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fifty times the electron mass. Furthermore these particles seem to
behave according to the Bethe–Heitler theory.

The writer wishes to call attention to an explanation of the
nuclear forces, given as early as 1934 by Yukawa, which predicts
particles of this sort.

Independently of Yukawa, the writer arrived at the same con-
clusion. . . .

He then plunged into the construction of a five-dimensional vector field
on a space-time of the form M � S1 (i.e. on a four-dimensional space times
a one-dimensional circle), obtaining the electromagnetic potential and a mas-
sive spin zero bosonic field. By carefully enforcing the conservation of various
quantum numbers (which look very much like baryon number and the third
component of isospin) on the five-vector’s couplings to electrons, neutrinos,
protons and neutrons, he found that the massive scalar appearing in nuclear
reactions must have positive charge and disintegrate into a (positive) electron
and an antineutrino (see the contribution of Olivier Darrigol in this volume).

Let Stueckelberg’s own words summarize his conclusions:

It seems highly probable that Street and Stevenson, and Nedder-
meyer and Anderson have actually discovered a new elementary
particle, which has been predicted by theory.

This particle is unstable and can only be of secondary origin,
its mass being greater than the sum of the masses of electron plus
neutrino.

Stueckelberg was indeed the first to point out that this new particle had to
be unstable, unlike the neutrino.1

6.3. The Stueckelberg Mechanism and the
Stueckelberg Field

Stueckelberg’s goal was to construct a quantum field theory of nuclear inter-
actions mediated by massive particles. He first considered the interaction of
a scalar quantum field with the nucleon fields, but he got the wrong sign for
the static potential (repulsive instead of attractive). He then tried with a vector

1 In 1947, a collaboration of experimentalists and theoreticians found that the “1937 particle” was in-

deed a heavy electron, now called a muon. It had spin 1
2

and no strong interactions with the nucleons.

Another particle, now called a pion, was discovered in cosmic rays. It is a pseudo-scalar (spin zero

and negative parity), heavier than the muon, and it interacts strongly with the proton and the neutron.

Hence, it was considered a good candidate for the Yukawa particle (Pais [1986]). Nowadays, the the-

ory of strong interactions is QCD, in which the forces between quarks are mediated by non-Abelian

massless vector particles. This shows that ideas in physics often evolve around the same theme.
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field. His strategy was to formulate a quantum field theory of massive vec-
tor fields as similar as possible to QED. For a more detailed exposition, see
Ruegg and Ruiz-Altaba [2004].

The first theory of massive vector fields had appeared for a totally different
reason a few months earlier ([Proca, 1936]). Proca wrote down the following
equation of motion for the free field V �.x/:

@�
�
@�V�.x/ � @�V�.x/

	C m2V�.x/ D 0 : (6.1)

If the massive vector field V �.x/ is on-shell, it satisfies automatically the
Lorentz condition

@�V�.x/ D 0 : (6.2)

The interaction between the massive vector field and the nucleon fields
leads to quadratic divergences at high energy, due to the derivatives of the
commutator

�
V�.x/;V

|
� .y/

	 D �i

�
g�� C 1

m2
@�@�

�
�m.x � y/ (6.3)

where �m.x/ is the Jordan–Pauli function, obeying

.@2 C m2/�m.x/ D 0 : (6.4)

Instead of Proca’s equation of motion, Stueckelberg wrote simply

.@2 C m2/A�.x/ D 0 (6.5)

which derives from the Lagrangian density

L D �@�A|
�@

�A� C m2A|
�A� (6.6)

which can be quantized canonically with the non-vanishing commutation re-
lations �

A�.x/;A
|
�.y/

	 D �ig���m.x � y/ : (6.7)

This commutator guarantees a much softer behavior at high energies. It has
two fatal drawbacks, nevertheless. For one, A� is not guaranteed to satisfy
the Lorentz condition when on-shell. Secondly, the Hamiltonian density is
not positive-definite.

Stueckelberg knew that QED has quite similar problems, and that to solve
them one needs to impose a covariant gauge condition on the space of all states
to remove states with non-positive definite metric and thus to guarantee that
the Hamiltonian density be positive-definite. So the problem reduces really to
finding a nice covariant generalization of the Lorentz gauge condition to the
massive case.
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Stueckelberg solved both evils by introducing an additional scalar field
B.x/, the “Stueckelberg field”. In sharp contrast to most other named fields
introduced in physics since then, the Stueckelberg field has a positive metric
in Hilbert space.

Stueckelberg’s Lagrangian for the free massive vector field A�.x/ accom-
panied by its Stueckelberg field B.x/ is then [39, 40]

LStueck D �@�A|
�@

�A� C m2A|
�A� C @�B|@�B � m2B|B (6.8)

and the quantization calls for the non-vanishing commutator (6.7) supple-
mented by �

B.x/;B|.y/
	 D i�m.x � y/ : (6.9)

The Hamiltonian density is positive-definite provided that the following
subsidiary condition is imposed on the states which make physical sense:�

@�A�.x/C mB.x/
� jphysicali D 0 : (6.10)

This recovers the standard and awkward Proca Lagrangian (Proca [1936])
with the identification

V�.x/ D A�.x/ � 1

m
@�B.x/ : (6.11)

In 1941, Pauli showed that (Pauli [1941]) LStueck is gauge invariant, un-
der the local transformations

ıA�.x/ D @�ƒ.x/ ; (6.12)

ıB.x/ D mƒ.x/ ;

where the local field ƒ satisfies the Klein–Gordon equation of motion

.@�@
� C m2/ƒ D 0 : (6.13)

In 1988, Delbourgo, Twisk and Thompson showed that the Stueckelberg
Lagrangian for real fields A�.x/ and B.x/ is BRST-invariant (Delbourgo et
al. [1988]). The advantage of the BRST formulation is that the parameter of
the Abelian transformation is not constrained.

Physically, the Stueckelberg field B plays the same role as the Goldstone
boson in the Abelian Higgs model.

6.4. Influence of Stueckelberg’s 1938 Papers

We sketch the main ideas in the major works on the Stueckelberg mechanism
published between 1941 and 2004. Broadly, they fall into one of three cate-
gories:
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– Renormalizability of massive vector theories. Alternatives to the Higgs
mechanism.

– Hidden symmetry.

– Massive photon in SU.2/ � U.1/ electroweak theory
(Ruegg and Ruiz-Altaba [2004]).

Renormalization of Massive Vector Theories

At the end of the 1940s, the power-counting renormalizability of QED (zero-
mass vector theory) was established. Therefore, it was natural that one started
working on the renormalizability of massive vector theories. The Stueckel-
berg decomposition of the Proca field (6.11)

V�.x/ D A�.x/ � 1

m
@�B.x/ (6.14)

was very convenient. Indeed, the worst divergences at high energy are iden-
tified by the terms containing @�B.x/. One could eliminate these terms by a
unitary transformation using equation (6.12). This allowed Matthews [1949]
to show that the Stueckelberg model for real fields leads to the same diver-
gences as QED.

Umezawa, Kamefuchi and Salam (Salam [1962], Umezawa and Kame-
fuchi [1961]) generalized the Stueckelberg model to non-Abelian gauge trans-
formations:

V�.x/ D TiV
i

�.x/ ; (6.15)

ŒTi ;Tj � D if k
ij Tk ;

V 0
�.x/ D U �1.x/V�.x/U.x/C i

g
U �1.x/@�U.x/ ;

Salam used the Ansatz due to Stueckelberg V� D A� � 1
m
@�B in order

to localize the divergences. He found that only the Abelian gauge invariance
leads to renormalizable massive vector theories.

Slavnov provided a more rigorous treatment of the generalized Stueckel-
berg model using Faddeev–Popov ghosts (Slavnov [1972]).

Kunimasa and Goto proposed a Stueckelberg alternative to the non-
Abelian Higgs model (Kunimasa and Goto [1967]).

Curci and Ferrari proposed a non-Stueckelberg, non-Higgs model (Curci
and Ferrari [1976]).

Delbourgo, Twisk and Thompson used modern methods to show that (Del-
bourgo et al. [1988]):
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– the Kunimasa–Goto model is unitary but not renormalizable;

– the Curci–Ferrara model is renormalizable but not unitary.

Hurth [1997] agrees with Delbourgo et al.
Many other papers dealing with the Stueckelberg model have been written.

For a review, see Ruegg and Ruiz-Altaba [2004].

Hidden Symmetry

The idea of inventing new fields in order to uncover or make manifest hidden
symmetries, pioneered by Stueckelberg, has been applied in many contexts.
These three are beautiful examples:

– The supersymmetric extension of the Stueckelberg formalism
(Delbourgo [1975]; Ruegg and Ruiz-Altaba [2004], p. 3325).

– The ten-dimensional superstring fulfills a Stueckelberg symmetry
(Bergshoeff and Kallosh [1990]; Ruegg and Ruiz-Altaba [2004], p. 3311).

– String field theory calls for an infinity of Stueckelberg string fields (Ra-
mond [1986], Ruegg and Ruiz-Altaba [2004], p. 3309).

Electroweak Theory with a Massive Photon

The unified theory of weak and electromagnetic interactions is invariant under
the gauge group SU.2/ � U.1/. In this theory the photon is massless. This is
also the case for the matter fields which nevertheless get a mass through the
Higgs mechanism upon spontaneous symmetry breakdown.

We gave the photon a mass using a Stueckelberg field, retaining the
SU.2/ � U.1/ invariance (Ruegg and Ruiz-Altaba [2004]). Our motivation
is double. It provides an infrared cut-off independent of the high-energy di-
vergences.2 Secondly, a non-zero photon mass, if real, would give rise to new
physics.

The first step is to give a mass to the U.1/ field. After diagonalizing the
propagator, both the photon and the Z0 get a mass, slightly different from the
usual one. The photon mass is constrained by the experimental (observational)
limit (Luo et al. [2003])

m� < 1:2 � 10�17 eV : (6.16)

Due to the Stueckelberg mechanism, this procedure preserves indeed the full
SU.2/ � U.1/ gauge invariance.

2 Private communication by R. Stora and T. Hurth.
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The Weinberg angle would change a little bit, and tiny photon neutrino
couplings would be induced.3

The original papers on the Stueckelberg mechanism are the last which he
wrote in German. The ubiquitousness of the Stueckelberg mechanism in re-
moving U.1/’s from the low-energy spectrum of string models constitutes a
lasting, if unuttered, tribute to a great scientist whose work was largely ig-
nored.

6.5. eCe� Pair Creation and Annihilation

Stueckelberg submitted three papers in October 1941 in which he considers a
particle coupled to external electromagnetic and gravitational fields. In four-
dimensional space-time, the particle follows a one-dimensional world-line.
In Einstein’s theory, causality imposes that a point mass’s world-line can in-
tersect a fixed-time hyperplane only once: for any given t , the particle has
only one spatial position. Stueckelberg generalizes the classical theory with
an elegant trick. He takes advantage of general coordinate invariance on the
world-line to parametrize it not with the “natural” particle’s proper time � , but
with an (almost) arbitrary local parameter �. Without spoiling any invariance,
Stueckelberg finds situations in which a particle’s world-line crosses twice the
hyperplane t Dconstant.

What is the difference for a local observer between a standard electron and
an electron “moving backwards in time”? Carefully, Stueckelberg argues that
the sign difference should not be placed on the mass, but rather on the electric
charge. Thus an electron with mass m and charge e moving backwards in
time appears as a particle moving forward in time with the same mass m but
opposite charge �e: the anti-electron!

After presenting this revolutionary idea in the classical theory, along with
two beautiful diagrams, Stueckelberg turns to the quantum theory, where par-
ticles are replaced by wave-packets.

Stueckelberg gave both a classical and a quantum description of pair cre-
ation and annihilation in three papers he wrote in October 1941 [53, 54, 56].
Stueckelberg’s three papers on eCe� pairs are concise and clear.

Consider Figure 6.1, which appears in [54]. In Stueckelberg’s notation,
the world-line of a point particle is given by

x� D q�.�/ � D 1; 2; 3; 4

with � a real parameter. The space-time metric is g��.q/. The particle of co-
ordinates q�.�/ is subject to Einstein gravity and Maxwell electrodynamics,

3 It is an interesting thesis problem for a student to apply this model to the tantalizing domains of

cosmology.
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Figure 6.1: Reproduction of Figure 1 from [54], page 590.

whereby

d2q�

d�2
D ���

˛ˇ

dq˛

d�
� dqˇ

d�
C eF��g˛ˇ.q/

dqˇ

d�
C K� :

The proper time s defined by

ds D
q

g��dq� dq�

is related to the continuous parameter � by a factor ˙m:

ds D ˙m d� :

In the absence of external currents K�,

– the parameter m is a constant on the world-line A (the mass of the par-
ticle);

– if we set d� D �m�1 ds instead of d� D m�1 ds, then the equations
of motion are unchanged provided we accompany the transformation by
a change of sign of the charge e ! �e
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This means that (in the absence of external fields) there are two kinds of
particles, with mass and charge given by

.m; e/ and .m;�e/ :

If external fields are allowed (in the figure, they are non-zero only between
times t1 and t2), then world-lines like B and C are allowed. Stueckelberg’s
interpretation of these world-lines is that an electron going backwards in time
is a positron (and vice versa). The world-line B thus represents eCe� annihi-
lation, whereas the world-line C represents eCe� creation.

The passage from ds to d� avoids the use of the square root. This is
analogous to the passage in string theory (Green, Schwarz and Witten [1986],
p. 22) from the Nambu–Goto to the Polyakov actions. Indeed, the Nambu–
Goto action for a relativistic string

S D
Z

d2

q
�@˛X �@˛X� (6.17)

is non-linear in the space-time coordinate fields X �./. One can introduce a
set of algebraic auxiliary two-dimensional fields g˛ˇ./, which are the gener-
alization of Stueckelberg’s �.�/ field, such that the action is quadratic in X �:

S D
Z

d2
p

� det.g/g˛ˇ@
˛X �@ˇX� : (6.18)

This is the celebrated Polyakov action, which is simply the two-dimensional
generalization of Stueckelberg’s action for a point particle.

6.6. Wave Mechanics à la Stueckelberg

Inasmuch as possible, we keep Stueckelberg’s original notation.
It is assumed that g�� is a constant (no gravitation). Also, let there be

no external K� force. The electric field E has E2 D E3 D 0 at all times,
whereas E1 ¤ 0 only for an infinitesimal amount of time 0 < t < ıt .

The electromagnetic potential is chosen as A2 D A3 D A4 D 0 and

A1 D
�

0 for t > 0
„�
c

for t < 0

�
: (6.19)

The interpretation of Figure 6.2 is similar to wave optics:  1 is an in-
coming electron wave packet. During the interval ıt an electric field E acts
on the electron, which is then either reflected ( A) or refracted ( B). The
wave-function  A corresponds to an electron with the opposite charge (pair
creation).
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Figure 6.2: Reproduction of Figure 2 from [54], page 593.

The wave packet

 .q; �/ D 1

.2�/3

Z
d3k

Z
d! uk;!.q; �/'.k; !/ (6.20)

satisfies the Klein–Gordon equation

i„ @

@�
 .q; �/ D 1

2

�
�i„ @

@q�
� eA�.q/

�2

 .q; �/ : (6.21)

The solution to this equation can be written as

 .q; �/ D  1 C  A C  B : (6.22)

The solution to the Schrödinger Klein–Gordon Stueckelberg equation is
(setting � D q4):

uk;!.q; �/ D 1 ei.k �q�!��ˇ�/ C A ei.k �qC!��ˇ�/ ;

uk;�.q; �/ D B ei.k �q����ˇ�/;
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where the frequencies are

! D ˙
�

k2 C 2

„ˇ
�1=2

;

� D ˙
�
.k1 � !/2 C .k2/2 C .k3/2 C 2

„ˇ
2

�1=2

and the (relative) amplitudes are

A.k; !/ D ! � �
! C �

;

B.k; !/ D 2!

! C �
;

with
!

�
> 0 : (6.23)

Stueckelberg now computes the intensities, to be interpreted as probabili-
ties:

WA D
Z

d4q j Aj2 D A2 � A.k0; !0/
2 ;

WB D
Z

d4q j Bj2 D B2
d!

d�
� !0

�0

B.k0; !0/
2

which satisfy

WA C WB D 1 ;

WA > 0 I WB > 0 :

The mean values of the electric charges are

e1 C eA D �e C eWA D �eWB D eB : (6.24)

This is interpreted as follows: at t D 0 there is a probability WA that a
pair e�eC is created and a probability WB that e� existed at t < 0 and was
accelerated by the electric field at t D 0.

To understand the annihilation, one must change t into �t . As an applica-
tion let us observe that a nice interpretation of the Hawking radiation is that if
a pair is created on the horizon of a black hole, one particle falls inside while
the other escapes outside. Damour showed (Damour [1986]) that a convenient
way of calculating the probability for pair creation near a horizon is given by
Stueckelberg’s reflection coefficient WA [44].

Feynman cites Stueckelberg [54] only in his first paper (Feynman [1949]),
where he writes in the abstract:
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The problem of the behavior of positrons and electrons in given
external potentials, neglecting their mutual interaction, is ana-
lyzed by replacing the theory of holes by a reinterpretation of the
solutions of the Dirac equation. [. . . ] In these solutions, the “neg-
ative energy states” appear in a form which may be pictured (as
by Stueckelberg) in space-time as waves travelling away from the
external potential backwards in time.

In an earlier paper dealing with classical electrodynamics (Feynman [1948])
he states:

This idea that positrons might be electrons with the proper time
reversed was suggested to me by Professor J. A. Wheeler in 1941.

To our knowledge, this suggestion of Wheeler was never published. Now,
we do not think that the value of Feynman’s fabulous contribution to physics
is in any way diminished by the historical fact that Stueckelberg had already
come up with the classical and quantum interpretation of an antiparticle as a
particle going backwards in time. With hindsight, one can only lament that
Stueckelberg’s papers, published during the war in French in a journal of neu-
tral Switzerland, did not receive the attention they should have merited.
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CHAPTER 7

Stueckelberg and the S-Matrix Theory

Gérard Wanders

This article describes Stueckelberg’s original road to a causal and renormal-
ized S-matrix, from his taking up Heisenberg’s idea of the S-matrix in 1944 to
the final version of his formalism in 1950. For clarity’s sake, the account does
not strictly follow Stueckelberg’s arguments in all points. This is corrected
in an Appendix where three examples of his original work are presented and
anlalyzed in detail.

7.1. Introduction

It was generally agreed in the early 1940s that elementary particles were
quanta of relativistic quantized fields and that the theory of these particles had
to be a relativistic quantum field theory. This theory encountered fundamen-
tal difficulties with the description of interacting particles. The main problem
came from the occurrence of diverging integrals which no one knew how to
get rid off. A radically new approach appeared in 1943 with Heisenberg’s
idea of the S-matrix (Heisenberg [1943a,b]). He started from the observation
that, apart from the spectrum of their bound states, the properties of elemen-
tary particles were exclusively displayed through their behaviour in collision
processes. These processes are characterized by transition probabilities which
Heisenberg postulated to be the only observables of the subatomic world. The
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task of the theoretician was thus reduced to the prediction of these probabili-
ties. Heisenberg collected the quantum probability amplitudes of all possible
collisions in a unitary operator he called the S-matrix. He was looking for
algorithms which would allow a direct computation of the elements of the
S-matrix without getting lost in the maze of relativistic quantum field theory.

After many efforts, perturbative versions of this programme were achieved
in the 1950s, in particular by R. P. Feynman with his famous formalism for
quantum electrodynamics (Feynman [1949a,b]). Stueckelberg was also in
search of new methods and Heisenberg’s ideas appealed to him at once. He
worked out his own approach and got the same final results as Feynman. This
paper presents an outline of his undertaking.

It may first be worthwhile to mention a particular Feynman–Stueckel-
berg connexion. Feynman derived his electron propagator in 1949 (Feynman
[1949b]) by using the idea that positrons can be considered as electrons mov-
ing backwards in time. This idea was already proposed by Stueckelberg in
1941 [54, 56], years before the emergence of the S-matrix (see the contribu-
tion of Henri Ruegg and Marti Ruiz-Altaba to this volume).

7.2. Causality and the S-Matrix

The S-matrix is a unitary operator S which connects state vectors ‰in and
‰out representing collections of particles before and after their collisions:1

‰out D S‰in : (7.1)

According to Heisenberg, the S-matrix had to be conceived as an entirely
new framework which would enable a totally new approach. It should elimi-
nate all the difficulties encountered in quantum field theory at that time.

The S-matrix being unitary, Heisenberg wrote:

S D exp.i�/ (7.2)

where � is a hermitian Lorentz invariant operator. This raised the problem of
the possible requirements this � had to fulfil (besides relativistic invariance
and hermiticity) in order to provide a physically acceptable S-matrix. In spite
of the complex nature of the true phase operator �, Heisenberg attempted to
get some insight into the problem by constructing S-matrices produced by
simple Ansatzes for � (Heisenberg [1943b]). Stueckelberg soon joined in this
game. The note he published in Nature in January 1944 [67] deserves a close
look. We can easily get its main point by rephrasing its argument as follows.

1 Equation (7.1) is written in the interaction representation which Stueckelberg was one of the first to

use. The field operators behave as free fields and the interactions produce an evolution of the state

vectors.
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Consider two types of massive spin zero neutral particles which are the quanta
of two scalar fields ' and u and use the following Ansatz for �:2

� D "

Z
dx4'.x/

�
u.x/

	2
: (7.3)

The product of field operators in the integrand is Wick-ordered: all cre-
ators are on the left of all annihilators. The factor " measures the strength of
the interaction, which is meant to be weak.

Integrals such as in equation (7.3) are first extended to a finite domain of
space-time. The limit of infinite space-time is taken after the computation
of the integrals. Stueckelberg investigated this procedure much later in great
detail.3

The first-order term of the S-matrix is .1C i�/. In second order it contains
the term

S2 D �2

Z
dx4

Z
dy4D1

'.x � y/
�
u.x/u.y/

	2
(7.4)

where D1
' is a known invariant real symmetrical solution of the homogeneous

Klein–Gordon equation (m' = mass of the '-particle, in suitable units):"�
@

@x0

�2

�
3X

kD1

�
@

@xk

�2

C m2
'

#
D1

'.x � y/ D 0 : (7.5)

This function describes correlations between the space-time points x and
y produced by the field '. We may ask if this S2 is physically acceptable. One
of the processes it describes is the creation of a pair of outgoing u-quanta at the
space-time point x correlated by the function D1

'.x �y/ with the annihilation
of a pair of incoming u-quanta at y. The probability amplitude of this process
gets contributions from the integral in equation (7.4) not only if x is in the
future of y but also if x is in its past. There is a non-vanishing probability
for the outgoing pair to be produced before the occurrence of its cause, the
annihilation of the incoming pair. Obviously, this contradicts causality, which
requires that a cause always occurs before its effects. Stueckelberg would thus
conclude that the form (7.3) of � has to be rejected, being incompatible with
causality.

If we consider the energy-momentum aspects of the annihilation-creation
process, we see that the annihilation of the incoming pair releases positive

2 Notation: x D .x0; x1; x2; x3/, (x1; x2; x3/ = cartesian space coordinates, x0 D ct , t D time,

c D velocity of light, .dx/4 D dx0dx1dx2dx3:
3 The infinite space-time limit is delicate. Boundary effects can lead to divergences which have to

be avoided. Stueckelberg resolved these difficulties in [84] and with T. A. Green in [85]. This has

been acknowledged by W. Pauli (von Meyenn, part II [1996], p. 925 and N. N. Bogoliubov and D. V.

Shirkov (Bogoliubov and Shirkov [1959]).
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energy which is absorbed in the creation of the outgoing pair.4 The correlation
function controls the propagation of this positive energy: it propagates into the
future if the process is causal and into the past if it is acausal.

If we put aside the phase operator � and identify the integrand in the right-
hand side of equation (7.3) with an interaction hamiltonian density, we can
compute the resulting S-matrix by solving perturbatively a Schrödinger equa-
tion. It produces a new second-order term S2 which results from the previous
one by replacing D1

'.x � y/ in equation (7.4) by a solution Dc
'.x � y/ of a

singular inhomogneneous version of equation (7.5):"�
@

@x0

�2

�
3X

kD1

�
@

@xk

�2

C m2
'

#
Dc

'.x � y/ D �ı4.x � y/ ; (7.6)

where ı4.x � y/ is the four-dimensional delta distribution.5

This new function has the fundamental property of transferring positive
energy from y to x only if x is in the future of y. If x is in the past of y, the
transferred energy is negative. As a result, the new S2 is fully consistent with
causality as it should be, being produced by a Schroedinger equation. The
function Dc

' is in fact Stueckelberg’s causal propagator.
Stueckelberg was quite aware, as early as 1944, that causality cannot be

ignored in the construction of the S -matrix. The features of the space-time
evolution in collision processes must be taken into account. This contradicted
strongly Heisenberg’s view that the S -matrix had to be characterized exclu-
sively by means of observables. In fact Heisenberg considered space-time
evolution at the subatomic level as fundamentally unobservable.

Although it was obvious that macroscopic causality, involving macro-
scopic time intervals, was required, it was not absolutely certain that micro-
scopic causality was also at work. Dirac [1938] developed a classical electron
theory where premonitions are produced by the interaction with the radiation
field. Analogous phenomena were suspected at quantum level. Heisenberg
accepted microscopic acausalities and hoped that a fundamental length would
show up in the S -matrix and would prevent the occurrence of divergences.
Note that the above acausalities are microscopic ones: the premature appear-
ance of the outgoing pair can only occur slightly before the disappearance of
the incoming one. It would be easy to modify � in equation (7.3) in such a
way that macroscopic acausalities would also show up. The situation was still

4 When dealing with energy-momentum conservation in localized processes, one has to be careful and

avoid statements which contradict the uncertainty relations. This point has been discussed by Fierz

in Fierz [1950].
5 ı4.x) = four-dimensional delta distribution with

R
.dx/4ı.4/.x/f .x/ D f .0/ for an arbitrary test

function f:



Stueckelberg and the S-Matrix Theory 91

unclear to Stueckelberg in 1946, when he attended an International Confer-
ence on Fundamental Particles and Low Temperature, held at the Cavendish
Laboratory. He concluded his report in the following way [79]:

The condition of unitarity and relativistic invariance is by no
means sufficient to determine S . The theory is too general and it
contains numerous effects contradicting macroscopical causality.
We therefore conclude that additional conditions must be looked
for limiting the choice of S or �. They must be of a form so as
to admit acausality (D premonition) only for microscopical time
intervals (� �0/.

While he knew that causality constrains the phase operator �, Stueckel-
berg thought that other conditions, such as correspondence principles, should
be applied. This led him to massive constructions like “functional mechanics”
or “asymptotic mechanics” [71, 72, 73]. From a short paper he delivered at
a meeting of the Swiss Physical Society in 1946 [78], we may guess that he
came very close to the discovery that microcausality alone, combined with
relativistic invariance and unitarity, determines the S-matrix in perturbation
theory. It turns out that the causal propagator Dc is the only correlation func-
tion ensuring consistency with causality. It is not mentioned in this paper [78],
but it is explicitly used in an unpublished manuscript (1947) concerned with
various aspects of macrocausality. The propagator Dc is explicitly mentioned
for the first time in 1948, in an announcement of the results of D. Rivier’s
thesis (Rivier [1949]), in a Letter to Physical Review [81].6

Pauli and Fierz are among the few people who were aware of Stueckel-
berg’s concern with causality. The following episode may be found in Pauli’s
correspondence (von Meyenn, part I [1996], pp. 101, 103). In 1950, Heisen-
berg presented a new Ansatz for the S-matrix (Heisenberg [1950]). Pauli was
very sceptical about it and suspected it violates Stueckelberg’s causality con-
dition. He asked Fierz to check this and it came out that macroscopic causality
was indeed violated. Heisenberg’s Ansatz could thus be rejected.

6 While D. Rivier completed his thesis (Rivier [1949]), Pauli was working with Villars on the elimina-

tion of divergences by regularization (Pauli and Villars [1949]). Pauli took interest in Rivier’s work

and found that it needed some clarifications. This led to correspondence between them in summer

1948 ([von Meyenn, 1993, pp. 543, 548, 551, 567], pp. 543, 548, 551, 567.)
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7.3. Perturbative Construction of the S-Matrix

In 1949, Stueckelberg and D. Rivier presented their final programme for the
perturbative construction of the S -matrix [82]:

S D 1 C
1X

nD1

Sn : (7.7)

This programme is an iterative procedure, the first steps are:

1. Select an anti-hermitian S1 specifying the interaction.

2. The Sn have to satisfy the perturbative unitarity conditions:

S1 C S
|
1

D 0 ; S2 C S
|
2

D �S1S
|
1
; (7.8)

S3 C S
|
3

D �.S1S
|
2

C S2S
|
1
/ ;

: : :

The second one determines the hermitian part of S2 (S| = adjoint of S ).
This hermitian part is not causal.

3. Add an antihermitian causal correction to the hermitian part of S2 such
that the resulting S2 allows only causal processes.

The causal correction is constructed in such a way that S2 contains exclu-
sively causal propagators Dc as correlation functions. This last point is due to
the fact that Dc is the only invariant solution of equation (7.6) which has the
right frequency spectrum.

The use of the unitarity conditions (7.8) and the construction of antiher-
mitian causal corrections determine successively all terms of the expansion
(7.7). The invention of causal corrections is one of the major breakthroughs
in Stueckelberg’s work. We can say, without exaggeration, that [82] is an
extraordinary paper. Within a few pages and without detailed explanations,
it provides the complete recipe for the covariant construction of the causal
S -matrix produced by an elementary interaction.

The probability amplitude of a collision process is given by sums of ma-
trix elements of the approximations Sn. As a result of the construction of
the Sn via unitarity and causal corrections, these matrix elements are multiple
space-time integrals involving networks of causal propagators Dc , interaction
vertices and wave packets of the incoming and outgoing particles. The inte-
grands can be represented by means of the famous Feynman diagrams (Feyn-
man [1949a]). Feynman’s propagator DF and Stueckelberg’s causal propaga-
tor Dc are identical.
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7.4. Renormalization and Renormalization Group

Once the formal construction of the Sn has been achieved, divergences are still
present in the causal corrections, the antihermitian parts of the Sn. Apparently,
Heisenberg’s expectation did not come true. Stueckelberg and Rivier devised
a method to eliminate these divergences within their S -matrix programme
in Rivier [1949]. An improved technique was presented in 1949 at the Basel–
Como Konferenz über Kernphysik und Quantenelektrodynamik in Basel, it is
described in [83].

The most simple divergences are due to the occurrence of squares like

ŒDc.x � y/�2 which are singular at x D y. From a mathematical point of
view, the propagator Dc is a distribution and, in general, a product of distri-
butions is not uniquely defined. If Dc is the propagator of a scalar field, the

correctly defined ŒDc.x � y/�2 contains an arbitrary additive term and has the
form �

Dc.x � y/
	2 D F.x � y/C c � ı.4/.x � y/ ; (7.9)

where F.x � y/ is a known distribution, ı.4/.x � y/ is again the four-dimen-
sional delta function and the coefficient c is real, finite and arbitrary. With
all singular products well defined, the Sn are given by sums of convergent
integrals. They are finite, but contain arbitrary factors, like c in equation (7.9).
These factors are related to the strengths of coinciding events, (x D y in
(7.9)). Clearly, causality has nothing to say about such events. This means
that causality, combined with unitarity, does not determine uniquely the S -
matrix generated by an elementary interaction.

This proper way of eliminating the divergences was worked out by
Stueckelberg with T. A. Green [85] and with A. Petermann [86]. The general
outcome is that the Sn are uniquely determined by unitarity and causality, up
to finite linear combinations of delta functions and derivatives of delta func-
tions. The constants in these combinations have to be determined by imposing
normalization conditions to ensure, for instance, that the electron has its ob-
served mass and charge. With suitable mathematical treatment and use of
microscopic causality, divergences can be traded for finite arbitrary constants!
Although Stueckelberg’s renormalization scheme is mathematically clean and
elegant it did not get much attention and is not mentioned in the textbooks on
quantum field theory.

At this point it may be worthwhile to come back to Heisenberg’s objec-
tives when he devised his S -matrix. He aimed for a formalism liberated from
Schroedinger-type evolution equations and he thought that divergences could
be avoided in this way. If we look at Stueckelberg’s formalism, we see that
evolution equations have indeed been replaced by the specification of correla-
tion functions. Whereas differential evolution equations would determine the
state of the evolution everywhere in space and time, Stueckelberg’s causality
condition does not concern coinciding space-time events. As a result, the S -
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matrix can be constructed in such a way that divergences never actually show
up. Heisenberg’s wishes have finally been realized in an unexpected way,
without fundamental length!

One year after the Basel Conference, Stueckelberg and T. A. Green pro-
duced examples of the construction of causal corrections in second-, third-
and fourth-order quantum electrodynamics [85]. To my knowledge, there is
no explicit proof of the equivalence to all orders of Feynman’s and Stueckel-
berg’s formalisms.

Between 1951 and 1953, Stueckelberg worked with A. Petermann on
renormalization, i.e. the determination of the arbitrary constants in the Sn.
This procedure is based on prescriptions involving normalization conditions
which fix the values of these constants. The prescriptions are not unique, but
the final result should be independent of their choice. This led Stueckelberg
and Petermann to the discovery of the famous renormalization group [86, 87,
91]. This topic will not be discussed here.

7.5. Acausality of Non-Local Interactions

One of the last contributions of Stueckelberg to the S-matrix theory concerns
non-local interactions. They are obtained by replacing local interactions as
in equation (7.3) by non-local ones including real Lorentz invariant form fac-
tors (Kristensen and Möller [1952]). The main advantage is that divergences
do not appear at all. Microscopic acausalities are unavoidable, but a suit-
able choice of the form factor could prevent macroscopic ones. This can be
achieved in second-order approximation, but Stueckelberg showed with G.
Wanders that macroscopic acausalities are unavoidable in higher orders [92],
Wanders [1956]. Consequently, interactions have to be local, at least in per-
turbation theory.

7.6. Concluding Remarks

The main limitation of Stueckelberg’s approach is that it is perturbative by na-
ture. While it is appropriate in quantum electrodynamics, it does not apply to
strong interactions. Feynman’s and Stueckelberg’s formalisms produce nev-
ertheless paradigms which are helpful even when the perturbative treatment
is not valid. For instance, the concept of a virtual particle is a product of the
perturbation expansion, but we think in terms of virtual particles even if this
expansion does not work.

Efficient non-perturbative approaches started to appear in quantum field
theory around 1955, with significant contributions from N. N. Bogoliubov and
his collaborators (Bogoliubov and Shirkov [1959]) and from H. Lehmann,
K. Symanzik and W. Zimmermann (Lehmann, Symanzik and Zimmermann
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[1955]). Practical outcomes include analyticity properties of scattering am-
plitudes leading to the existence of dispersion relations. In a way, these prop-
erties are consequences of causality. These developments were not followed
by Stueckelberg, who lost active interest in theoretical particle physics.

Stueckelberg took part in the adventure of the S-matrix theory as an out-
sider, in his own distinctive way. Unfortunately, we know almost nothing
about the course of investigations which led him from the first recognition, in
1944, of the role of causality [67] to the 1949 causal S-matrix [82, 83]. Apart
from an unpublished manuscript of 1947, the only available documents are
his published articles. The relevant ones are very short and do not indicate
how the results were obtained. The two papers [82, 83] which describe the
whole construction of the S-matrix are short eight-page and four-page notes
(in French) published in Helvetica Physica Acta. This brevity was an achieve-
ment in a sense, but it did not help to disseminate Stueckelberg’s results. In
general, Stueckelberg’s style, language and choice of journals did not favour
the propagation of his ideas. He was quite isolated and his work progressed
in parallel with those of celebrities like R. P. Feynman, J. Schwinger and S.
Tomonaga. These circumstances explain why Stueckelberg’s contributions
are so little known and may seem marginal. It is, in fact, unquestionable that
some of his findings have a deep and lasting importance, such as his showing
that collision processes cannot be understood if their causal time evolution is
ignored.

7.7. Appendix: Three S-Matrix Papers

I discuss here in a more detailed way the three articles [67, 82 and [83].

7.7.1. An Unambiguous Method of Avoiding Divergence Difficulties in
Quantum Theory [67]

The paper’s initial purpose is a connexion between the usual hamiltonian for-
malism and Heisenberg’s S -matrix theory. Unexpectedly, causality shows up
for the first time in Stueckelberg’s work.

Two scalar fields ' and u interact via the hamiltonian H given in equa-
tion (3). The state vector ‰.t/ is written in the interaction representation by
means of an operator ˛.t/ according to equation (5). The phase � of the S -
matrix [ S D exp.�i�/ ] is proportional to the t ! 1 limit of ˛.t/.

Equations (8) provide the first terms of the perturbative expansion of ˛.t/.
The explicit form of the integral in the second equation (8) isZ t

�T

dx0

Z
.dx/3

Z t

�T

dy0

Z
.dy/3

�
u.x/

�2
Dret

' .x � y/
�
u.y/

�2
;

where x D .x, x0/ and Dret
' is the retarded correlation function of the field '.
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The product of field operators in H being well-ordered (all creators on
the left of all annihilators) the same is true for the factors .u/2 and .u'/ in
equations (8). Their integrands are therefore partially well-ordered. Inspired
by Heisenberg (Heisenberg [1943a]), Stueckelberg redefines drastically the
operator ˛.t/ by replacing all products of field operators with totally ordered
ones. This eliminates all divergences at one stroke and explains the title of
the paper. It goes without saying that this wild proposal was unsuccessful. In
our actual context the interest of the paper comes from the fact that its amaz-
ing treatment of divergences leads to a first explicit mention of the causality
concept.

In the last part of the paper, Stueckelberg examines modified S-matrices
obtained by altering the phase �. Each term in the expansion of ˛.t/ defines
its own unitary S -matrix. If one keeps only .�2˛.2/R/ the "2-term of the
resulting S -matrix is given by expression (1). Stueckelberg recognizes that
this expression implies acausalities, an outgoing pair can be created at y before
the annihilation of an ingoing pair at x.

The last four sentences in the second section of page 144 are quite enig-
matic and possibly afflicted by misprints. In spite of that they establish that
Stueckelberg was aware, already in 1944, that causality plays a role in the
construction of the S-matrix, although it was not clear at the time whether
acausalities may occur at short distances in nuclear forces.

The paper closes with statements on the results of line width calculations.

7.7.2. Causalité et Structure de la Matrice S [82]

The first sections display three representations of the S-matrix describing an
evolution between two times � 0 and � 00. After a reminder of the classical
dynamics of charged particles, Section 1 deals with the quantum transition
amplitudes relating particle detections at times � 0 and � 00, localized at points
�0and �00. Equation (1.4) gives the general form of the contribution to these
amplitudes produced by the action of a local interaction � in infinitesimal
space-time domains dx.k/ (dx.k/ stands for dx0

.k/
dx1

.k/
dx2

.k/
dx3

.k/
). The pos-

itive frequency correlation functions DC propagate the incoming and outgo-
ing particles and a network of causal propagators Dc connects the localized
interactions. The form (1.5) of Dc is dictated by the causality requirement that
Dc.x=y/ has to be proportional to DC.x=y/ if x0 > y0 (Dc has to propagate
positive energy into the future).

The infinitesimal dS in equation (1.4) is the basic germ of the S -matrix
in the Stueckelberg–Rivier approach. The originality of this approach lies
in the fact that its germ is postulated without any reference to a hamiltonian
formalism and its differential equations. Notice that the quantum version of
Figure 1 could be the sketch of a Feynman diagram.
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Section 2 deals with particles localized in wave packets. The general
term of the perturbative expansion of their transition amplitude is displayed in
equation (2.9). The S -matrix is presented in Section 3 as a unitary operator
acting on a free particle Hilbert space (equation (3.4)). It involves products of
operators a annihilating incoming particles and their conjugates a| creating
outgoing ones.

The first three sections characterize the structure of the perturbative expan-
sion of the S-matrix, without specifying the way it is effectively constructed.
This is done in Section 4, the decisive section of the paper. The Stueckelberg–
Rivier integral method is outlined after some statements about the differential
hamiltonian formalism. Following Heisenberg (Heisenberg [1943a]), the her-
mitian phase operator ˛ of the S-matrix is introduced in equation (4.3). Its
perturbative expansion is based on an elementary local interaction that is spec-
ified by the first order term ˛.1/. The square of this term produces a second
order contribution to the S -matrix (equation (4.5) which has not the causal
form required in equation (1.4). Causality is restored by a suitable choice of
the second-order term ˛.2/ of the phase operator. It plays the role of a causal
correction of ˛.1/.

In its turn, the third-order contribution of ."˛.1/ C "2˛.2// produces also
acausalities. They are removed by a third-order causal correction ˛.3/. Iterat-
ing this procedure the higher order’s ˛.n/(n 	 4) are determined successively
as causal corrections and the resulting perturbative expansion of the S -matrix
has the causal form required by equation (1.4).

It is claimed without explanation in the last paragraph of Section 4 that
the Stueckelberg–Rivier approach avoids the divergent integrals of the hamil-
tonian treatment and replaces them by arbitrary finite constants.

Section 4 provides a schematic recipe for the perturbative construction of
a causal S-matrix. It does not go into any details. In particular, nothing is said
on the explicit determination of the causal corrections and on the normaliza-
tion of the arbitrary constants. This is partly done in D. Rivier’s thesis (Rivier
[1949]) and in [83, 85].

7.7.3. A Propos des Divergences en Théorie des Champs
Quantifiés [83]

In September 1949, Stueckelberg and Rivier attended a Conference in Basel
(Basel–Como Konferenz über Kernphysik und Quantenelektrodynamik) where
they presented a new method for the elimination of divergences in S -matrix
calculations. Their paper appeared in the Proceedings of the Conference, in
Helvetica Physica Acta.
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The account of the method is restricted to a scalar second-order one-loop
self-energy kernel �.x=y/.7 Relativistic invariance requires that � is a co-
variant function of .x � y/. It has to be integrable because it is used in
integrals, as in equation (3). Second-order perturbation theory tells us that
� is proportional to the square .Dc/2 of a causal propagator Dc . Whereas
Dc.x � y/ is a distribution with an integrable singularity at x D y, its square
is not integrable and produces divergences. Consequently � has to be rede-
fined in a suitable way. To achieve this, Stueckelberg and Rivier use a function
defined as the product of � with a monomial � in the components of .x � y/,
as given in equation (2). This monomial is chosen in such a way that�� is in-
tegrable. Once this has been done, an integrable� is constructed by inverting
skilfully the multiplication by � . This is best performed in terms of Fourier
transforms.

The Fourier transform of � is a function of an external momentum k for-
mally defined by means of a (divergent) integral over an internal momen-
tum p:

�.k/ D
Z

dpDc.p/Dc.k � p/

where Dc.k/ stands for the Fourier transform of the causal propagator. Multi-
plication by the monomial � corresponds in Fourier space to a multiple deriva-
tive �.@=@k/ with respect to the components of k. ��.k/ is defined as

��.k/ D
Z

dpDc.p/�

�
@

@k

�
Dc.k � p/ :

Remember that the propagator Dc.k/ behaves as 1=k2 for large k2. The
order of the derivatives in � has to ensure a decrease in p of �.@=@k/Dc.k�p/
ensuring the convergence of the right-hand side integral. This leads to a well-
defined Fourier transform of ��. The transform of� is obtained by means of
the inverse of �.@=@k/, i.e. a multiple integral on the components of k. This
integral being indefinite, its result contains, besides a well-behaved function
�.k/, an arbitrary polynomial P .k/ annihilated by �.@=@k/.

Clearly, the whole procedure has to preserve covariance and in the scalar
case P .k/ is a polynomial in k2. The order of the derivatives in �.@=@k/ is
chosen in such a way that the degree of P .k/ is minimal. The final result in
Fourier space has the form of equation (10).

In x-space the arbitrariness gives rise to a combination of local terms,
equation (11), whose coefficients are fixed by normalization conditions.

7 Notation: x; y = four-vectors specifying space-time points, components x˛ , ˛ D 0; 1; 2; 3, dx
stands for dx0dx1dx2dx3.

k; p = energy-momentum four-vectors, k2 = abreviation for (k; k/ D .k1/2 C .k2/2 C .k3/2 �
.k0/2. The kernels Dc ; D1and Ds are displayed in [Rivier, 1949].
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In their article, Stueckelberg and Rivier do not discuss the square .Dc/2

but its non-integrable component �s produced by the second-order causal
complement defined in [82]. Their treatment is explicitly covariant at each
step: the expression (6a) of �s.k/ involves only k2 and p2 and � is a deriva-
tive with respect to k2.

The paper closes with the statement of results obtained in second- and
third-order quantum electrodynamics. An expression for the electron anoma-
lous magnetic moment established by J. Schwinger is reproduced.

The Stueckelberg–Rivier method has been applied to quantum electrody-
namics up to fourth-order approximation by Stueckelberg and Green [85]. It
was formulated by Stueckelberg and Petermann with the full machinery of the
theory of distributions in [91].

The methods used around 1950 for the elimination of divergences were
based on regularization techniques, (see for instance Pauli and Villars [1949]).
In contrast, Stueckelberg and Rivier reach their goal directly, without the need
of any regularization. This is quite remarkable.
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CHAPTER 8

Relativistic Thermodynamics

Werner Israel

8.1. Introduction

It is an honour to be participating in these centenary celebrations for E. C.G
Stueckelberg, one of the authentic geniuses of 20th century physics, whose
visionary contributions to quantum electrodynamics, S-matrix theory and the
renormalization group are still insufficiently appreciated.1

In the early 1960s, perhaps motivated in part by an abiding fascination
with the mystery of the arrow of time, Stueckelberg turned his attention to a
purely classical topic: relativistic thermodynamics. Like his pioneering work
on quantum field theory, this bore all of Stueckelbergs hallmarks: a wholly
new and original approach, a broad line of attack with general principles like
covariance placed firmly on the foreground, and, of course, an unconventional
and inimitable notation. For easier comparison with current work and to fa-
cilitate access to the underlying ideas, I shall take the liberty of transcribing
his notation into that now commonly in use.

1 Talk given at the Symposium “E. C. G. Stueckelberg (1905–1984), Symposium for the Centenary of

his Birth”, Geneva University, 2nd–3rd December 2005.
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To put Stueckelberg’s work in context, I shall begin with a brief sketch of
the chequered development of relativistic thermodynamics from its early, pre-
Minkowskian beginnings to the 1970s. This will clear the way for a concise
description of the substantially different Stueckelberg–Wanders formulation
[89]. Finally, I will sketch how their approach and methods were partially
rediscovered “unbekannterweise” in the last decade or two, and incorporated
into mathematically sophisticated extensions of the conventional theory.

8.2. Historical Remarks

The advent of special relativity forced reassessment of several branches of
physics in light of the new requirement of Lorentz invariance.

Within a year of Einstein’s 1905 paper, Planck and his young student,
Kurt von Mosengeil were examining how thermodynamical quantities like
temperature are affected by Lorentz transformations.2 In themselves, such
studies could be hardly more than formal exercises, since they were confined
to thermal equilibrium situations, for which a privileged frame, the rest frame
of the system, always exists. It was a further misfortune that they fell into the
three-year gap before Minkowski reformulated Einstein’s theory of spacetime,
and they were not recast in four-dimensional language until many years later
(van Dantzig [1939]) (Mosengeil died in 1906 and Planck never returned to
the subject).

Consequently, it was in their half-developed, non-covariant form that the
Mosengeil–Planck results were reported in Pauli’s famous 1921 Enzyklopädie
article (Pauli [1921]). Decades later, this was to lead to a long drawn-out de-
bate over the question whether a moving body appears cool (see e.g., several
contributions in Stuart, Gal-Or and Brainard [1970]). Since this question has
an operational meaning only insofar as it concerns the thermal interaction of
two bodies in relative motion, and none of the participants explicitly consid-
ered it an interaction problem, much of this debate was a futile exercise in
formalism.

The matter was definitively settled in 1968 by van Kampen [1968] who
derived a covariant expression of the second law for a system of arbitrarily
moving and weakly interacting bodies, each close to its own internal equi-
librium. The total change of entropy in an infinitesimal interaction is given
by

0 
 ıS D �
X

A

.˛AıNA C ˇA�ıp
�
A/ ; (8.1)

2 See Pauli [1921]: This work includes references to all of the early work on the subject.
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where ıp�
A

and ıNA are the 4-momentum and number of particles acquired

by component A in the interaction; ˛A D �A=TA, ˇ�
A

D ��
A
=TA and ��

A
,

TA, are its 4-velocity, rest-frame temperature and its chemical potential (or
injection energy per particle, including rest-mass energy).

Since (8.1) is a vectorial relation, involving transfer of momentum as well
as energy, it cannot be expressed purely in terms of the relative speed of the
bodies and the temperature measured in their rest-frames. Whether a moving
body appears cool depends on the circumstances of the experiment.

Returning to the early years, in 1911 Jüttner obtained the relativistic form
of Maxwell’s distribution function for a classical gas, and extended this to
quantum gases in 1928 (Jüttner [1928]). The foundations of a relativistic ki-
netic theory were laid down in the 1930s by Synge, Walker and Lichnerowicz
(Lichnerowicz and Marrot [1940], Synge [1934], Walker [1936]).

Meanwhile, equilibrium thermodynamics had been studied in a general-
relativistic context by Ehrenfest and Tolman and by Oskar Klein (Klein [1949],
Tolman and Ehrenfest [1930]). They determined how equilibrium temperature
and chemical potential vary with depth in a gravitational field.

Nonequilibrium relativistic thermodynamics was first treated in a ground-
breaking 1940 paper by Carl Eckart [1940] for the case of a simple fluid. His
work was extended a decade later by Sybren de Groot and his Amsterdam
group to include mixtures, chemical reactions and polarized fluids (Kluiten-
berg and de Groot [1955]).

A formulation superficially different from Eckart’s was given indepen-
dently in 1959 by Landau and Lifshitz in the Fluid Mechanics volume of their
famous Course of Theoretical Physics. This difference in formal appearance
stems from different choices for the definition of hydrodynamical 4-velocity
in terms of mean particle flux in the former, mean energy flux in the latter
case. However, it can be shown that, to the first order in the deviations from
equilibrium, the physics is independent of this choice.

In the 1959 survey of the thermodynamics of irreversible processes that
Meixner and Reik contributed to the Handbuch der Physik, the relativistic
work of Eckart and the Amsterdam group is duly referenced and outlined. Had
it included also a reference to the papers of Stueckelberg and his collaborators
which had begun to appear in Helvetica Physica Acta in 1953 (see [89]), it
might have helped to save them from complete obscurity. Regrettably, they
were overlooked.

8.3. Covariant Thermodynamics: Conventional Formulation

Let us proceed now to a brief description of relativistic thermodynamics as
conventionally presented nowadays (see e.g., articles in Anile and Choquet-
Bruhat [1989]).
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For an N -component fluid one associates with an arbitrary non-
equilibrium state a set of so-called “primary variables”: N 4-currents J

�
A

describing the flows of electric charge, baryon-number, and other conserved
charges; a symmetric conserved stress-energy T �� and an entropy flux S�

with non-negative divergence, expressing positivity of entropy production:

r�J
�
A

D r�T �� D 0;r�S� � 0 : (8.2)

There is no mention of a 4-velocity or rest-frame. These are secondary
objects which could be defined in a variety of ways, for example in terms of
the fluxes of energy of entropy or the various kinds of charge.

However, all of these definitions would agree in assigning a unique 4-
velocity u� to equilibrium states (indicated by subscript 0)

They form an .N C4/ dimensional subspace E of the infinite-dimensional
space of all states, which can be parametrized by an inverse-temperature 4-
vector ˇ� D u�=T and N “thermal potentials” ˛A D �A=T . The equi-
librium equation of state specifies the functional form of the fugacity 4-
vectorˆ�.˛; ˇ�), which generates all equilibrium quantities via the covariant
Gibbs–Duhem relations

dˆ� D
X

A

J
�

A.0/
d˛A C T

��

.0/
dˇ� ; (8.3)

S�
.0/ D ˆ� �

X
A

˛AıJ
�
A.0/ � T

��

.0/
ˇ� ; (8.4)

which imply

ıS� D �
X

A

˛AıJ
�
A � ˇ�ıT

�� : (8.5)

The equilibrium fluid pressure is given by

Pˇ� D ˆ� : (8.6)

It follows from these relations that all equilibrium quantities have a perfect-
fluid form:

J �
A D nAu� ; S�

.0/ D su� ; T
��

.0/
D �u�u� C P��� ; (8.7)

where��� D g��Cu�u� projects vectors onto the 3-space orthogonal to u�:
Thermal equilibrium is characterized by zero entropy production,

r�S
�

.0/
D 0 : (8.8)

Together with the conservation laws (8.2) this leads to

@�˛ D 0 ; r�ˇ� C r�ˇ� D 0 ; (8.9)
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which imply that the gravitational field is stationary (i.e. the geometry is
invariant under translations along the timelike direction ˇ�/, that the fluid
motion is rigid, and validity of the Ehrenfest–Tolman–Klein relations (Tolman
and Ehrenfest [1930])

T
p�g00 D constant ; �

p�g00 D constant (8.10)

in the fluid rest-frame, where the spatial components of u� vanish.
In the rest-frame, (8.3, 8.4 and 8.5) reduce to the Gibbs–Duhem relations

in their familiar form:

d.ˇP / D
X

A

nAd˛A � �dˇ ; s D ˇ.�C P / �
X

A

˛AnA ;

ds D �
X

A

˛AdnA C ˇd� ; ˇ D T �1 : (8.11)

What is the point of dressing them up in the pretentiously formal disguise
(8.3)–(8.5)? There are several reasons.

First, the covariant equations (8.3)–(8.5) actually contain a bit more than
the usual relations: they also describe the effects of a change of 4-velocity.
Thus, the covariant formulation incorporates the fluid velocity as an additional
thermodynamical variable.

Secondly, there are situations where there is no alternative to the covariant
formulation because a rest-frame does not exist – for example, Hawking radi-
ation at a black hole horizon, where the rest-frame is moving outward (with
respect to free-falling inertial observers) at the speed of light; or a pencil of
radiation issuing from a pinhole in a wall of a hot cavity.

Thirdly, since the covariant equations are expressed directly in terms of
the conserved quantities J �

A
; T ��; they can be manipulated that much more

easily and transparently.
Finally – and most importantly – as we shall see in a moment, equations

(8.4)–(8.6), remain valid to first order for small deviations from equilibrium.
And (8.4) then automatically includes the standard linear relation between
entropy flux, heat flux and diffusion. (Several of these advantages of a fully
covariant formulation were already anticipated by Stueckelberg and Wanders
in their first (1953) publication [89]).

As just indicated, only one assumption is needed to extend this formalism
off equilibrium. One postulates that the covariant Gibbs relation (8.5) holds,
not just for transitions between equilibrium states, i.e., displacements tangent
to E, but for arbitrary infinitesimal displacements ıJ �

A
; ıT �� from an equi-

librium state .˛A; ˇ
�
A
/:

Then, if the displacement (ıJ �
A
; ıT ��; : : :/ from a point of E is small but

finite, addition of (8.4) and (8.5) gives

S� D P .˛A; ˇ/ˇ
� �

X
˛AJ �

A � T ��ˇ� � Q� (8.12)
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where the added term Q� is of second order in the deviations ıJ �
A
; ıT �� and

generally will also depend (quadratically) on other, “auxiliary” variables that
vanish in equilibrium. Equation (8.12) gives the entropy of an off-equilibrium
situation described (partially) by the primary variables (T ��; J �

A
; S�/. The

parameters .˛A; ˇ
�/ that enter (8.12) refer to an arbitrarily chosen neighbour-

ing equilibrium state.3

It is now a simple matter to derive the linear transport laws. I will just
outline the procedure (see e.g., articles in Anile and Choquet-Bruhat [1989]).
Taking the divergence of (8.12) and recalling (8.2) and (8.3), we obtain

0 
 r�S� D �
X

A

J �
A.1/@�˛A � T

��

.1/
r�ˇ� � r�Q� ; (8.13)

where
J �

A.1/ D J �
A � J �

A.0/ ; T
��

.1/
D T �� � T

��

.0/
(8.14)

are deviations from equilibrium, representing diffusion, heat flux and viscous
stresses.

The requirement that the right-hand side of (8.13) reduce to a positive-def-
inite quadratic form in the deviations then leads – ignoring for a moment the
second-order term Q� – to relativistic forms of Fick’s and Fourier’s laws and
the Navier–Stokes law, relating the diffusive and heat fluxes and the viscous
stresses linearly to spatial grandients of the thermal potentials, temperature
and velocity respectively.

The early relativistic theories of Eckart and Landau–Lifshitz did in fact
assume Q� D 0: That leads, just as in the non-relativistic case, to parabolic
equations and infinite propagation speeds – particularly embarrassing in a rel-
ativistic context. Beginning in the mid-1970s, attempts were made (see e.g.,
articles in Anile and Choquet-Bruhat [1989]) to ameliorate this situation by re-
taining Q�; assuming for example that it is quadratic in the deviations (8.14).
This results in propagation equations of the telegraph form, hence finite prop-
agation speeds, at the cost of introducing additional phenomenological coef-
ficients and greater complexity.

3 It is useful to relate this local equilibrium state to the actual state by requiring that they have the same

particle and energy densities, i.e., that the scalar parameters ˛A; ˇ satisfy the N C1 fitting conditions

J �
.1/A

u� D T
��

.1/
u�u� D 0 :

That still leaves the 4-velocity u� arbitrary to first order. This is a characteristic feature of the rela-

tivistic theory with no classical analogue: E D mc2 means that a change of rest-frame produces a

flux (largely rest-mass) energy. The effect is a unification of Fourier’s and Ficks laws in the relativistic

theory.
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8.4. Stueckelberg–Wanders 1953

With this background it becomes quite easy to give a concise sketch of the
Stueckelberg–Wanders theory [89], which – please bear in mind – preceded
the covariant formulation I have just outlined by more than 20 years.

Apart from the little-known work of van Dantzig [1939], covariant treat-
ments of thermodynamics were far from being the norm in 1953. The pre-
sumptive existence of a privileged rest-frame seemed to negate any advantages
of covariance, and the practice was to break up the stress-energy from the start
into spatial and temporal pieces easily interpreted in Newtonian terms.

In 1952, the Physical Review published a paper by Boris Leaf, an instruc-
tor at Kansas State College, that was very much in this (3+1) tradition. It is
remarkable solely in being the only external reference cited by Stueckelberg
and Wanders. Since the two papers could not be more different in approach
and style, it seems fair to speculate that it may have served as a goal and trig-
ger, a sample of the pedestrian approach to the subject. In this setting the
appearance of Stueckelberg–Wanders in the following year must have come
as something of a shock. (I recall coming across one of the later papers in the
series in the early 1960s and finding it a challenge).

Stueckelberg and Wanders set out from the same basis as in the last sec-
tion. For an N -component fluid they postulate existence of a set of primary
variables J

�
A
; T ��; S� satisfying

r�J
�
A D r�T �� D 0 ; r�S� D .x/ 	 0 : (8.15)

But from here their procedure was rather different. They introduced two
postulates:

(a) An arbitrary state of the fluid is completely specified by just N C 4
variables – the same number as for an equilibrium state.

(b) These variables, say fi .i D 1; : : : ;N C 4/ can be chosen so that the
primary variables depend at most linearly on their gradients r�fi (on
the other hand, .x/ in (8.15) is strongly constrained by the requirement
to be a positive-definite quadratic form in r�fi .

Equations (8.15) constitute a set of N C 5 conditions on the N C 4 vari-
ables fi . Thus, they must be linked by an identity of the form (linear by
postulate (b)) X

A

˛Ar�J
�
A

C ˇ�r�T �� � .x/ � r�S� (8.16)

with some set of N C 4 coefficients ˛A; ˇ�.
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Now proceed as follows: choose ˛A; ˇ�as the state variables fi :Write the
most general tensorial expression for

J
�
A

D J
�

A.0/
C J

�

A.1/
; T �� D T

��

.0/
C T

��

.1/
(8.17)

with the subscript-1 terms linear in the gradients r�f
i and subscript-0 terms

dependent on fi only. Substitute into the left-hand side of the identity (8.16)
and segregate the terms into pure divergences (these are equated to �r�S�)
and those quadratic in r�fi (they correspond to .x/). Any residual terms
must have zero coefficients. The results are:

The terms linear in r�fi (arising from J
�

A.0/
;T

��

.0/
) identify the coeffi-

cients in (8.16) to be

˛A D �A=T ; ˇ� D u�=T ; (8.18)

as already anticipated by the notation.
The quadratic terms lead to the linear transport laws of Fick, Fourier and

Navier–Stokes. The results are equivalent (to first order in deviations from
equilibrium) to those obtained by Eckart and by Landau–Lifshitz, but the for-
mulation is more general in that the fluid 4-velocity u˛ is not tied a priori to a
flux of particles or energy, but is left open to first order.

8.5. Sound Speed, Causality and Stability

Stueckelberg returned to the subject nine years later with a dedicated treatment
of fluids in thermal equilibrium [105]. Here the Tolman–Klein laws (8.10)
were rediscovered, but he also found something new and unexpected.

He considered a fluid at rest or in steady rotation in a stationary gravita-
tional field, so that the spacetime geometry is independent of an appropriate
time co-ordinate t. The condition that the entropy of the system

S D �
Z

S�d†� ;

be a maximum subject to the constraints of fixed 4-momentum and particle
numbers,

P � D �
Z

T ��d†� ; NA D �
Z

J
�
A

d†� ; (8.19)

requires maximization of

‰ D S C
X

A

˛ANA C ˇ�P � ;
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where ˛A; ˇ� are Lagrange multipliers.4

The integrals are conveniently taken over a 3-space of constant t , so that

d†� D n�d† D 1p
.�g.00//

ı0
�d† :

The first variation, ı.1/‰ D 0 yields

ıS� C
X

A

˛AıJ
�
A

C ˇ�ıT
�� D 0 ;

which is the covariant Gibbs relation (8.4) and establishes the physical mean-
ing of the Lagrange multipliers ˛A; ˇ�:

Stueckelberg went on to consider the second variation, ı.2/‰ 
 0: I quote
the most interesting part of his result, the effect of variations of the fluid ve-
locity ui.i; j ; : : : D 1; 2; 3/. A somewhat lengthy calculation gives

ı.2/‰ D �
Z

d†T �1
˚
.�C P /.gij C �uiuj / � a�uiuj



ıuiıuj :

Here, � D .1 � v2=c2/� 1
2 is the relativistic boost factor, and (for a one-

component fluid)
a D n.@P=@n/s=n :

Using the thermodynamical identities

dP D sdT C nd� ; T D @�.n; s/

@s
; � D @�.n; s/

@n
;

it is straightforward to show that the speed of sound cs can be expressed in
terms of a by

c2
s D

�
@P

@�

�
s=n

D a

.�C P /
:

Stueckelberg concludes that the stability condition ı.2/‰ 
 0 requires the
sound speed to be subluminal, c2

s 
 1: He adds,

To our knowledge, this result is new. Pauli [1921] criticizes the
procedure of Herglotz and Lamla (who impose, from the condi-
tion ‘maximum signal velocity D 1’, an upper limit on the elastic
modulus a) with the words ‘. . . the principle of relativity cannot
make any statements on the magnitude of the cohesive forces’.
He expects that, at this upper limit for a, ‘. . . the phenomenolog-
ical equations become incorrect’. We were therefore rather sur-
prised that phenomenological thermodynamics leads, for stability
reasons, to this upper limit for a.

4 As written in (8.19) for brevity, the first integral needs more careful definition in a curved space.
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I must admit that my own first reaction to this conclusion was skeptical sur-
prise. The state variables and transport coefficients employed in phenomeno-
logical thermodynamics are not limited by any micromechanics, causal or
otherwise. As already noted, the speed of thermal and viscous disturbances
is actually infinite in the theories of Eckart, Landau–Lifshitz, Stueckelberg
and, indeed, in any “first-order” theory in which entropy flux depends at most
linearly on heat flux and other deviations from equilibrium (i.e., Q� D 0 in
(8.12)). It seemed a priori unlikely that such theories would impose a speed
limit on sound waves.

But, on futher thought and with the benefit of hindsight, it seems entirely
reasonable on general grounds to expect a close link between faster-than-light
signals and instability.

The crucial point is that, in a Lorentz-invariant theory, it is not possible
to distinguish between superluminal acausality (faster-than-light signal prop-
agation) and chronological acausality (response preceding cause). If signals
can travel faster than light then, at least for some observers, effect will precede
cause. The further link of chronological acausality to instability has long been
known. A familiar example is Dirac’s third-order equation of motion for the
classical electron, where pre-acceleration effects go together with runaway
solutions. If the source of an effect can be delayed, it should be possible for a
system to borrow energy from its ground state, and this implies instability.

It was, indeed, found in 1985 by Hiscock and Lindblom [1985] that all
first-order theories are subject to catastrophic instabilities because they ad-
mit superluminal thermal and viscous waves. They can be straightforwardly
extended, however, to theories that are stable by including the second-order
terms Q� in (8.12).5

8.6. Stueckelberg–Wanders Rediscovered:
Phenomenological Theories of
“Divergence Tyype”

Although the Stueckelberg–Wanders papers have lain forgotten for over fifty
years, the underlying idea was rediscovered in 1986 (Geroch and Lindblom
[1990], Liu, Müller and Ruggeri [1986]) and applied in the context of a some-
what broader class of theories known as “theories of divergence type”. I shall
conclude with a brief description of these developments.

Formally, these phenomenological theories are modelled on the Grad ap-
proximation in kinetic theory (see e.g., articles in Anile and Choquet-Bruhat

5 The linear phenomenological laws are inferred from the bilinear expression (8.13) for the entropy pro-

duction. Thus, the extra second-order terms r�Q� in (8.13) lead to changes to the phenomenological

laws at the linear order.
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[1989]). For a simple gas of particles with 4-momentum p� D mv�, the
relativistic Boltzmann equation for the distribution function N.x˛;pˇ/ is

v�@�N.x;p/ D C ŒN � ; (8.20)

where C ŒN � represents the collision integral. Since collisions conserve par-
ticle number and 4-momentum, the two lowest moments of (8.20) simply ex-
press the conservation of

J � D
Z

Nv�d! and T �� D
Z

Np�v�d! ;

where the integrals are taken over the mass shell. The third moment is

r�

Z
Np˛pˇv�d! D

Z
C ŒN �p˛pˇd! : (8.21)

The Grad approximation works with just the first three moments of (8.20),
cut off at (8.21).6 The number of unknown functions of position is corre-
spondingly reduced by assuming a special form for the distribution function
N D N0.1 C f /, where

N0.x;p/ D ˛.x/eˇ�.x/p�

is a local equilibrium distribution, and f .x;p/, representing small deviations,
is restricted to be quadratic in momentum.

The phenomenological theories we are considering here follow this
scheme very closely. For a simple fluid they postulate a set of variables
J �;T ��;S�; ; A˛ˇ� and I˛ˇ (symmetric and trace-free in ˛; ˇ) satisfying
the identities

r�J � D 0 ; r�T �� D 0 ; r�A˛ˇ� D I˛ˇ ; (8.22)

r�S� D  : (8.23)

They further postulate that A˛ˇ�, I˛ˇ;S� and  are algebraic functions
of J � and T ��.

Then, for (8.23) to be a consequence of (8.22), there must be a linear
relation between their left-hand sides:

˛r�J � C ˇ�r�T �� C �˛ˇr�A˛ˇ� C r�S� � 0 (8.24)

(this should be compared with the Stueckelberg–Wanders identity (8.16)).

6 Note that the trace of (8.21) just reproduces r�J � D 0:
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ksNow define the fugacity 4-vector

ˆ� D S� C ˛J � C ˇ�T �� C �˛ˇA˛ˇ� : (8.25)

The divergence of (8.25) combined with (8.24) leads to

0 �
�
@ˆ�

@˛
� J �

�
r�˛ C

�
@ˆ�

@ˇ�
� T ��

�
r�ˇ�

C
�
@ˆ�

@�˛ˇ

� A˛ˇ�

�
r��˛ˇ ;

an identity for arbitrary local values of the gradients (taking ˛; ˇ�and �˛ˇ as
new dynamical variables).

The symmetry of T �� implies that ˆ� and thence all thermodynamical
variables can be derived from a single scalar potential ˆ.˛; ˇ; � /:

ˆ� D @ˆ

@ˇ�

; J � D @2ˆ

@˛@ˇ�

;

T �� D @2ˆ

@ˇ�@ˇ�

; A˛ˇ� D @2ˆ

@�˛ˇ@ˇ�

:

From a mathematical point of view, this is an extremely elegant and eco-
nomical formalism. For nongaseous materials, of course, the physical mean-
ing and status of the new variables �˛ˇ and A˛ˇ� is not entirely clear. I am not
sure what Stueckelberg would think of these developments. But he would be
pleased, I think, to know that some of the ideas and techniques he introduced
into the field fifty years ago are now actively in use, even if their original
authorship is still unrecognized.

Acknowledgment: I should like to express appreciation to Dr Jan Lacki
for organizing this stimulating Symposium in honour of E. C.G Stueckelberg,
and for his warm hospitality in Geneva.
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Theorie d e r  une las t i sehen  StSsse z w i s o h e n  Atomen 

yon E. C. G. S t u e c k e l b e l - g  in B a s e l  

(28. XI .  32.) 

w 1. 

w 2. 

w 3. 

w 4. 

w 5. 

w 6. 

w 7. 

w 8. 

w 9. 

w 10. 

w 11. 

w 12. 

w 13. 
w 14. 

w 15. 

w 16. 

K u r z e  I n h a l t s a n g a b e .  

Eblleitung: Dieser w en~hMt die Problemstellung amd die aus der Arbeit  
hervorgehenden l:~esultate in kurzer  Zusammerdassung. 

Die Formulierung des Problems. (Zweiatomlges Molekiil.) 

Grenzbedingungen 1rod Wirkungsquerschnitt :  Dieser w enthM$ die nOtigen 
Definitionen z u r  Errechnung der ~Vjrklmgsquerschnitte. 

Die Formullerung des Problems nach der Born-Dirac'schen Theorie : ]:)iese 
Formulierung unterscheidet sich yon w 2 in fiir die Arbei t  wichtigen l~unktcn. 

Belspiel einer strengen Liisung. 

Die angenllherten LSsmlgen: Hier  wird das St6rungsverfahren kurz 
diskutiert. 

Vergleich der London'schen mi t  der Born-Dirac'schen Niiherung: Z)ieser 
Absohnitt vergleicht die Ans/ttzc des w 2 und w 4 

Das AnsehlussverIahren der Nitherungsfunktionen in den Umkehrpunkten : 
Hier werden die fiir die folgenden w verwendeten Nitherungsfunktionen 
aufgestellt und alas W. K. B. 1) Verfahren yon einem neuen Gesichtspunkte 
aus erl~utert. 

Das Ansehlussvertahren der Niiherungshlnktionen in der ~berschneldlmgs- 
gegend: (Fall I ] ) :  :Der w diskut ier t  den Fall sich sehncldender t)otential  - 
kurven. 

Das Ansehlussver[ahren fiir den Fal l  I (V auf der reellen Axe ilberall grfsser  
als null) :  Hier  wird der Fall  sich nicht schneidender ]>otentialkurven 
behandelt. 

Absch~itzung der Matrixelemente [ 7 h J[ 2 nach dem Stiirungs~'effahren : Fiir  
einige FSdle wird hicr das Verfahren des w 6 angewendet.  

Besthnmung des Wirkungsque~chnit tes  in Fall  I (kein 1L~berschneiden 
der Kurven). 

Der Wirkungsquerschnitt  im Resonanzfall. 

Bestimmung des Wirkungsquerschnlttes im Fall  11 0Dbersclmeidml~fall).  

]Die lonisatlon yon Edelgasen durch Alkali ionen: Die Resultate des w 14 
~vcrden auf Ionenstossversuche angewendet. 

Zusammentassung. 

24 
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370 E . C . G .  St.ueckelberg. 

w ! .  Ein le i tung.  

])as Problem des unelast ischen Stosses zwischen zwei A tomen  
reduzier~ sich, wenn es e r laubt  is t  nur  zwei E lek t ronenzus t~nde  
jedes Atoms zu beriicksichtigen, immer  auf unendl ich viele Sys teme 
yon je zwei gekoppel ten l inearen Differentialgleichungen zwei ter  
0 rdnung  m i t  eider n~abh~ngigen u  r,_~velche den~Abstand 
zwischen den beiden Sys temschwerpunkten  d a r s t e l l t .  

I s t  die fiir die=0berg~inge veran tw0r t l i ehZu  maehende  Weehsel-  
wirkungsenergie zwisehen den beiden Elektronenzust i inden im 
Bereiehe reeller Gesehwindigkeiten klein gegen die vom Abs t a nd  
abh~ingige Termdifferenz,  so kann  man  mi t  FRA•eK Yon poten-  
tiellen Energiekurven der beiden Elekt ronenzus thnde  spreehen.  
Die Begriffe ;;sieh sehneiden" und ,,sieh nieht  sehneiden" haben  
dann im folgenden den Sinn, dass die Kurven  fiir ]ehlende Wechsel- 
wirkungsener.g.ie sieh sehneiden oder n ieht  sehneiden. Die Ta t -  
saehe, dass Uberg~nge au i t re ten  bedeu te t  ja  sehon, dass dus Bild 
der potentiel len Energiekurven niehl~ mehr  s treng r icht ig  sein kann.  

Das Auf t rc ten  einer Weehselwirkung bewirk~ immer,  dass 
die beiden Kurven  sieh im Ubersehneidungsgebie t  abstossen.  
Die Weehselwirkung zwisehen zwei Termen kann  in zwei Tcile 
zerlegt werden:  in einen yon der  Ir  unabhi~ngigen 
und in einen ~on der Rotat ionsenergie  (Quantenzahl  J)  abhiingigen. 
Die Franek ' sehen  Kmwen zeiehnet, man  im ganzen fiir J = 0. 
/-Iaben die Elekt ronenterme versehiedene Symmetr iee igensehaf ten  
oder versehiedene Quantenzahlen A (resp. D) ( =  Elekt ronendreh-  
impul~quantenzahl  um die Kernverbindungsaehse) ,  so u  
der zweite T e i P ) i  I s t  des n icht  der  Fal l ,  so bewirk t  dieser zweite 
Teil, dass die l (u rven  aueh fiir J = 0 sieh nieht  ~ehneiden. Die 
Kurven  kommen sieh also nur  nahe.  In  F igur  l : i s t  der  Fal l  des  
, lJberschneidens" und , ,Nahekommens"  gezeiehnet.  Man kann  
also in beiden Fiillen annehmen,  dass die Kurven  sieti sehneiden, 
je nachdem m a n d i e  Aste A i B  1 und AoB o zudrdnet ,  da im [ lber -  
Schneidungsgebiet die Kurven  ' ihre Bedeutung  verlieren. 

W~ihlt man das Bild der LJbersehneidung, und is t  die dureh 
die WechselWirkung bedingte  Llbergangswahrseheinl iehkei t  klein 
gegen 1, so kann  man des F ranek ' sehe  Bild in erster  N~iherung 
aueh im 1Jbersehneidungsgcbiet gel ten lassen und die lJbergangs'- 
wahrseheinliehkeiten naeh der StSrungstheorie  ermit teln.  I s t  
dies jedgeh nieht  mehr  der Fal l ,  so kann man insofern yon ,,sehnei- 
den" spreehen, als man links und reehts die Wel lenfunkt ionen 
der  Elektroncnk0nfigurat ion in Beziehung bringen kann. Die 

l) j .  v. NI~UMA~I~ und E. WIt;~J~lr Phys. Zeitschr. ~O, 407 0929). 
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, , S c h n i t t g e g e n d "  h a t  dann ,  f t ir  die a s y m p t o t i s c h e  Da r s t e l l ung  
d e r  W e l l e n f u n k t i o n  ~ihnliche E i g c n s c h a f t e n  wie die  U m k e h r p u n k t o  
d e r  k l a s s i s ch -mechan i schcn  B e w e g u n g .  I m  w 9 wird  ein d e m  
WENTZEL, KlCAMERS, BRILLouIN'schen 2) ana loges  A n s c h l u s s v e r f a h -  
r e n  beschr lebcn ,  welches  gestaLLet die l ) b e r g a n g s w a h r s c h e i n l i c h -  
k e i t e n  ftir bc l iebig  grosse W e c h s e l w i r k u n g s e n e r g i e n  zu ermi t~eln ,  
w e n n  die S c h n i t t g e g e n d  mi t  r ee l l e r  Ge sc h win d ig k e i t  d u r c h f a h r e n  
w i r d .  B e t r a c h t e n  wi r  cinch W a h r s c h e i n l i c h k e i t s s ~ r o m  der  S t~rkc  l ,  

Fig. 1. 
Sich ,,schneidende" F~nergiekurven fiir den Stoss zweier Abomsysteme. A o und A 1 
haben dieselben cha~kterisLischen :Elektronenkoniigurationen. Die Pfeile stellen 
die Str6me dar, welche auf den einzc]nen Kurvengsten fliessen, wenn der Strom 1 
auf der~l Ast A 0 ankommt, und werm jeder Strum sich im Schnittpunkt so verteHt, 
dass der Tei] 1 -  a 2 auf den3 Ast gleicher Konfigurabion wciterl/~uft, w~hrcnd der 

Teil a 'z auf dem andelna Aste weiterfliesst. 

t ier ,,auf" der e inen  po tcn t i e l l en  E n e r g i e k u r v e  (mi t  A 0 bcze ichne t )  
a n k o m m t ,  so t e i l t  er  sich i m  , , S c t m i t t p u n k t "  in zwei S t r S m e :  
d e n  S t r o m  ] - - a  2 au f  der  K u r v q  A 1 u n d  den  SLrom a ~ auf  de r  
K u r v e  /31. D i e  S t rSme  f l iessen i m  a n k o m m e n d e n  Sinne w e i t e r  
bis an  ihre U m k e h r p u n k t e .  Dory  w e r d e n  sie r e f l e k t i e r t  und  b e i d e  
k r e u z e n  den U m k e h r p u n k t  ei~ zwcif~cs Mal .  J c d e r  der b e i d e n  
S t rOme ~er te i l t  s ich  dor t  w iede r  so, dass de r  Tei l  (1 a2) s e ine r  
I n t e n s i t 5 t  auf ~ter K u r v c  g le icher  E l e k t r o n e n k o n f i g u r a t i 0 n  we i t e r -  

~) G. WXNTZ~L, Zeitschr. f. Phys. 38~ 518 (1926); A. H. KRAM~S, Zcitschr. 
f. Phys. 39, 828 (1926); L. ]~RILLOUIN, C. R. Juli (1926). 
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f l iesst ,  wi~hrend de r  Tell a s auf  de r  a n d e r n  K u r v e  for t l~uf t .  D e r  
aus laufende  S t r o m  4 .  I ~l]s auf  der  K u r v e  B 1 b e t r~g t  also:  

4 - ]  ~1I ~ -  ( 1 - - a  ~)a s §  2 ( 1 - a  s) = 2a  s - ( 1 - a  s) 

N e n n t  m a n  a s Ube rgangsWahrsche in l i chke i t ,  so nKher t  d iese  
s ich fiir grosse W e c h s e l w i r k u n g s e n e r g i e n  d e m  W e r t  1. B e z e i c h n e t  
m a n  sie abe r  m i t  4[•1 t  2 wie dies im fo lgenden  geschehen  sell ,  
so e r re ich t  sie ffir a s ~ �89 ihr  M a x i m u m  ini t  d e m  W e r t e  4 �9 [ ~Tx I s ~ 1, 
u n d  wird ftir  a 2 =- 1 zu Null.  

Schneiden sich die Kurven nicht u n d  k a n n  ih r  A b s t a n d  an-  
gen~thert d u r e h  eine k o n s t a n t e  Te rmdf f f e r enz  da rges t e l l t  w e r d e n ,  
so ]iegt die , , S e h n i t t g e g e n d "  d e f t ,  we  die W e c h s e l w l r k u n g s e n e r g i e  
der  Te rmdi f f e renz  gleich wird.  B e f i n d e t  sieh diese Gegend bei 
imag ina ren  Gesehwind igke i t en ,  so i s t  die S t S r u n g s m e t h d d e  g e r e c h t -  
fe r t ig t .  L i e g t  sie aber  bei  reel len Geschwind igke i t en  so e rh~ l t  
�9 nan  einen ~hn l i chen  Fal l  wie w e n n  s ich die K u r v e n  im ree l len  
Gesehwind igke i t sbe re i ch  s c h n e i d e n  (w 10). 

Das  ~ V e r f a h r e n  wird  zur  B e s t i m m u n g  -con W i r k u n g s q u e r -  
s c h n i t t e n  yon  StSssen zwei te r  A r t  -verwendet.  Man  f inder ,  dass  
der  Fa]l~ we  keine  U b e r s c h n e i d u n g  im  oben  de f in ie r t en  S inne  
s t a t t f i n d e t ,  in GrSs seno rdnung  u n d  l~e so n a n z e h a ra k t e r  die 
e x p e r i m e n t  ellen Ergebn i s se  besse r  dars te l l t ,  s is  de r  Fal l  der  U b e r -  
schne idung .  Das  plSt,zliehe E i n s e t z e n  der  ]on i sa t ion  d u t c h  sehne l le  
Alkal i ionen,  wie es yon BEECK, MOUZON u n d  ~0I~DMEyEI~ 3) ge- 
f u n d e n  wurde ,  l~sst  sich sehr  g u t  d u r c h  die 0 b e r s e h n e i d u n g  der  
I ' o t e n t i a l k u r v e n  erklttren4). 

Die D u r e h r e e h n u n g  des P r o b l e m s  is t  bis j e t z t  y o n  verschie-  
d e n e n  G e s i c h t s p u n k t e n  aus  er folgt .  E ine  erst~, ha lbk lass i sche  
R e e h n u n g  yon  KALLMANN u n d  LON1)ON 5) h a t t e  den  Nach te i l ,  
dass  nu r  die E l e k t r o n e n b e w e g u n g  w e l l e n m c c h a n i s c h  e r fass t  wurde .  
Die zum Vorgang  wicht igc  k ine t i sche  Energ ie  der  K e r n e  k o n n t e  
d a h e r  n ich t  in E r s e h e i n u n g  tretcx~. MORSE u n d  STUEeKELBERO 6) 

3) 0. B~EC]~ und J. C. MouzoN, Ann. d. Phys. | l, 737, 858 (1931) siehe such 
0. BEECK, Ann. d. Phys. S, 1001 (1930); C. J .  BI~ASEFIELD, Phys. Rev. 42~ 11 
(1932); M. NORDMEYER, erscheint demngchst in den Ann. d. Phys., der Verfasser 
ist Hcrrn Dr. NORDMEYE]~ ftir die Mitt,eihmg seiner Ergebnisse zu Dank ver- 
pflichtet. J. C. Mouzos, Phys. Rev. 4l, 605 (1932). 

~) W. W~IZ~L und 0. B~ECK, Zeitschr. f. Phys. 7S, 250 (1932). 
~) H. K a ~  und F. LoNoorr Z..'itschr. f. Phys. Chem. 2 (B), 220 (1929). 
~) P. M. MoasE und ~*.C.G. S'rUECKELB*~, Ann. d. Phys. 9, 579 (1931')~ Fiir 

eine zusumInenf~ssende Darstellung der elastischen und inelastischcn St6sse sei 
auf die Arbe}t yon P. M. MORSE Rev. Meal, Phys. 4, 577 (1932) verwiesen, s. 
such 0. K. R~c~,, Phys. Rev. 38, 1943 (1931). 
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wendeten das StSrungsverfahren yon BORN und  DIItAC un te r  
Beriicksichtigung der end]ichen Ausdehnung der Atome an. 

Die Theorie des unelastischen Stosses zwischen sich langsam 
bewegenden schweren Massenteilchen muss sich aber, wie:Lo~DoN ~) 
sparer gezeigt hat,  wesentlieh yon der Theorie des unelastisehen 
Elektronenstosses unterscheiden. 

Wendet  man  n~mlieh formal dasjenige StSrungsverfahren an, 
in welchem die gesamte elektrische Weehselwirkung der beiden 
Atome als StOrungsfunktlon angesetzt wird so erh~lt man  eine 
GrOsse, welehe den pro Zeiteinheit  e in t re tenden Zuwachs der 
Endsubstanz  angibt .  Diese GrSsse enth~lt, in LONDON'S Ausdrucks- 
weise, zwei Vorgi~nge : 

1. den Anteil  des , ,adiabatisehen" Vorgangs, welcher sieh 
naeh dem Stosse wieder vollst~ndig in die Anfangssubstanz zuriick- 
verwandelt  und  daher nur  zur elastisehen Reflexion beitriigt. 

2. den Anteil  des unelastischen Stosses. 
Beim Elektronenstoss wird der Anteil 1 verschwindend klein, 

wi~hrend beim Atomstoss un te r  Umstanden  der Tell 1 wesentlich 
gr6sser als der Tell 2 wird. Eine Methode zur Trennung  yon 1 und  2 
wurde yon ibm angegeben. Sie besteht darin (siehe w 7 dieser 
Arbeit  und w 5 bei LONDON), dass er yon einer den adiabatischen 
Vorgang bereits cnthal tenden Ni~herung ausgeht. Auf dlese 
N~herungen wendet  er dann das iibliche StSrungsverfahren an. 
Bei dcr Auswertung der hierbei auf t re tenden Matrixelemcnte 
maehte (LONDON'S w 7) er aber wieder eine Vernachli~ssigung, 
die in gewissen FAllen nicht  er laubt  ist (siehe w 11 dieser Arbeit). 

LONDON 7) und  auch die Arbeit  yon MOl~SE und dem Ver- 
fasser 6) nehmen den ,,allgemeinen" Fall an, dass sich die poreD- 
tie]leD Energiekurven,  auf welchen sich die elastische Bewegung 
abspielt, nicht schneiden. Dem entgegen behandelt  LANDAU s) 
den Fall, dass die Kurven sich schneiden: Er glaubt folgcrn zu 
dtirfen, dass dieser letzte Fall  bedeutend grSssere Wirkungs- 
quersehnitte ergibt als der erstc ,,a]lgemeine" Fall. 

Die vor]iegende Arbeit behandelt  nun  beide Fi~lle nach einer 
neuen  Methode, welche nieht  auf einem StOrungsverfahren beruht ,  
sondern als eine LSsung des Problems im Sinne des W~NTZJ~L, 
]~2I~AMERS, BICtm~O~nN'sehen 2) Verfahrens bezeichnet werden kann.  
Zum Vergleich wird in jedem Fall  such die Auswertung des ent- 
sprechenden Matrixelementes naeh den Verfahren ~) 7) und  s) 
i m w  11 diskutiert .  

7) F. LONDON. Zeitschr. f. Phys. 74, 143 (1932). 
s) L. LANDAU, Sow. Phys. I, 89 (1932), s. such O. K. RIc~, Phys. Rev. 

37, 1187 (1931). 
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w 2. D i e  F o r m u H e r u n g e n  des  P r o b l e m s  ( z w e i a t o m i { j e s  -Molekfi l ) .  

Die Behandlung des zweiatomigen Molekiils gestalte~ sich 
am einfachsten im Koord ina t sys tem der Eulerschen Winkel .  
Auf das unelast ische Stossproblem kSnnen wir, formal wenigstens, 
diese Betrachtungen tibertragen. 

KlzomG 9) zeigt,  dass in erster  N~therung das Problem in 
diesen Koordina ten  folgendermasSen separierbar  is t :  

1 
Y~,aAMr = r V j A ~ (r) �9 O j M  A (9) �9 e~X~ �9 sin A q0. ~b,A 

c o s  

I-Iier bezeiehne~ r den Abstand der beiden Kerne,  t9 den Winkel  
zwisehen der Verbindungsaxe der Kerne (~-Axe) und einer im 
R a u m  festen Rieh tung  (z-Axe). ~o resp. ~ die Winkel yon der 
Knotenlinie (Sehni t t  der x y  m i t  der ~ - E b e n e )  naeh der pos i t iven 
X- resp. ~-Axe. ~ bedeute t  in den Formeln aueh die Gesamthei~ 
der Elekt ronenkoordinaten  ~ i r l i ~ .  

e bezeiehnet die Quantenzahlen des Elektronenzustandes ,  
A ihre Drehimpulsquantenzahl  um die C-Axe (A-Type doubling!),  
J die Gesamtimpulsquantenzahl  des Systems und M ihre Projekt ion  
auf die z-Axe. E ~  bedeute~ die Energie der Elektronen (Term- 
wert) und T die klnetisehe Energie der Kerne, beides ftir r = oo: 
Dann genfigen die verschiedenen Funkt ionen den Gleichungen: 

~ . . . ~ + ~ f f i - - [ E  A ( r ) - - V ( ~ r  q s ( ~ . ,  r ) . s i n - -  
�9 ' c o s  ~/1 

= o .  (1) 

(Dies ist die LSsung bei festen Kernen im Abs tand  r (r als Pa ra -  
meter).)  

{ 1 O ( 0 ) ( M - - A e o s a )  ~ 
s i n ~  0 ~  s i n t 3 ~  s i n  ~ 

(J  (J + 1) - -  A 2) } OJMA (9) = 0 (2) § 

r 2 8 (3) 

') R. i)~. L. KRo~m, Zeitschr. f. Phys. 48, 814 (1928) ulld 5D~ 247 (1928). 
�9 ) In Formel (3) ist der ]t2iirze halber EeA or = 0 gesetzL 
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Die StSrungen ([ehlende Glieder) s i n d  dann gegeben durch die 

0pera toren  ( : r  wirke auf r in ~b (~i. .  r) ., und  ~r auf t i n y ( r ) ) :  

h ~ f 0  0 ~1 
I + I I = 8 ~ M ~ O r ~ + 2 0 ~  ~ r  

+ 8 ~ 2 ~ -  r~ cos9 09 0~9 + ' ' "  

wo E Operatoren der Art ~/  ~ und  ~ 0 / 0 ~  enth~ilt. 
(4) zerfi~llt daher in zwei Teile I u n d  II .  Idealisiert  man wieder 

das Problem auf nut zwei Elektronenzustdnde (~- -0  und a ~ 1 
mit  A o und A~, so hat  man folgende Fi~lle zu unterscheiden:  

F a l l  1: A o :  AI: 

Man erh~lt, nach linksseitiger Multiplikation mit  

sin A 
(P0 " e -~M~ ~ " c o s  o 9 " O j o M o  A o 

und  Integrat ion tiber die Elekt ronenkoordinaten  ~ und fiber 
% 9 und  v ~, (wenn ' dic Ablei tung nach r bezeichnet, und wenn 
man  J~ start  Jo(Jo + 1) -- A~ schreib~ was ja ffir grosse Jo immer 
angi~ngig ist) : 

I h2 J~ 
,, 8 ~PM To_(EoA(r)__EoA~) 87~M r2 VOJTo VOjT.+ 

-- f d~ (q)o ~;'ViJoT, + 2 ~o r  v;j~ (5) 

und  elne entsprechende Gleichung (wenn 0 und  I vertauscht wet- 
den) ftir Vlg. T~. Es ist T o + E o a ~  = T I +  ElAn.  Dies sind die 
zwei gekoppelten Gleichungen, welche LONDON 7) seiner Betrachtung 
zugrunde legt. Die Kopplung dutch die un te r  I I  aufgeftihrten 
hSheren Glieder ist 1Null oder doch im allgemeinen yon kleinerer 

GrSssenordnung, da cos 9 ~ keine diagonalcn Matrixelemente 

in A hat. 

F a l l  I I :  Ao+AI:  

Dies ist der Fall,  welchen LANDAU s) behandelt .  Die Kopplung 
gescbieht nur  durch das zweite StSrungsglied I I .  Bei J )) 1 kann  
das erste Glied yon I I  als allein wesentlich betrachtet  werden. 
(N~heres darfiber siehe bei ]~ONIGg). 
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Man kann hi,milch, ffir grosse J ,  setzen: 

IfoJA. O-~-OjA, d (eos O)[--g . 

o 
Der Faktor cos ~ ~ bewirkt:  

l .  dass A 1 = A 0 :j: 1 sein muss, und  
2. Kopplungen nur  zwischen s inAo~ und c o s / 1 p  au~treten. 
Ferner  kann die Kopplung nur zwischen Funkt ionen mit  gleichem M 

CO8 
(da kein sin YJ auftrit t)  und glelchem J (Erhaltung des Gesamt- 
drehimpulses) eintreten. 

Das Kopplungsglied ist 

h ~ 1 f 8 ~  2M " r ~ "  d ~ o Z ( ~ ) o l . f c o s A  s i n A  J s i n  o ~ ' c o s ~ "  ~ ' d  
C O S  1 

�9 OjA, O j  A, d (cOS 8) ~ 8 ~  M �9 A (r) �9 J .  ~ = Wo~[ (r) (7) 

wo A (r) noch Funkt ion  yon r ist. A (r) kann fiir kleine Distanzen 
den Weft  der Quantenzahl A erreichen. 

Das Matrixelement WoI~ muss selbstverst~ndlich hermitisch 
sein und,  da wir die ~ reell voraussetzen k6nnen, ist das Matrix- 
clement der reellen physikalischen Gr6sse 

h O h 0 
c o s ~ . ~ i  O~ 2 ~ i  0 / ~ - - c ~  

H _  ~i und ebenfalls ebenfal'ls reell. Wir haben also wieder WoI _ W~o ' 
nur  zwei  gekoppelte Gleichungen.. 

�9 , 8 z~ 2 M [ h e jo2] 
V O J ' T ' - ~ - ~  T ~ 1 7 6 1 7 6 1 7 6 1 7 6  8 ~ e M "  ~2 ]VoJ*T. 

-"  W u (r~ �9 8 ~2 M 
~o, ~ ~ V l j o T ,  (5b) 

(und entsprechend ftir v I j~ wenn 1 und 0 vertauscht  werden). 
Betrachtungen yon NEUMANN und WIGNER 1) ergeben (wie 

LAND-~u s) zeigte) folgendes: 

Is t  A o = A1, so tiberschneiden sich Terme nur  bei verschie- 
denem Gesamtspinn, dann sind aber die Wechselwirkungsenergien 
WoI1 gering. Die Wechselwirkungsenergien WoI~ sind im allgemelnen 
fiir kleine J kleiner als die WoI~, aber, weil A o ~= A~, so ist ein Uber- 
schneiden der potcnt  iellen Energiekurven m6glich. LANDAU s) 
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schliesst nun in einer sehr geschlekten Weise, dass in Fal l  I,  we 
kein ~berschneiden  ftir reelle Geschwindigkeiten ein~ritt, die ~ b e r -  
gangswahrscheinl ichkei ten mit  wachsendem Elek~ronenterm- 
abs t and  exponentiell  verschwinden, wi~hrend sie im Fall  I I  beim 
Uberschneiden eine andere Form haben.  

In  w167 9 und 10 werden diese beiden F~lle naeh  dem neuen 
Verfahren ausgewertet .  Dabei  wird sich zeigen, dass die Landau ' -  
sche Behauptung  des exponentiel len Verlaufes yon Fall  I zwar 
r icht ig ist, dass aber  die Wirkungsquerschni t te  yon Fal l  I bei 
guter Resonanz doch wesentlich grSsser als die yon  Fal l  I I  t ro tz  
0berschneidung,  werden ktinnen (w 19,). 

w 3. G r e n z b e d i n f u n f e n  u n d  ~Virkunfsquersehn i t t .  

Wit  wollen annehinen,  dass A klein sei gegen J ,  dann heissen 
die L6sungen yon (2) : (auf 1 normier t )  

O j i ,  A : 0 = ] f f ( 9 '  J 4 r r ( j + M )  I + 1) ( J -  M) [ . p y  (~o~ 0) 

Die Wellenfunktion der  Kernbeweguug im Zustande  0 soll eine 
ebene einfallende und eine ausgestrahl te  (elastiseh reflektierte)  Kugel- 
welle darstellen. Denken wir uns die vj  welehe sieh ja  im oo wie 
Bessel 'sche Funkt ionen  verhal ten mtissen, wie diese normier t  d. h. : 

[ (  ; )  ( ;)] l im Voj = r�89 J j  i-7} 19o r + / Z o s  �9 q -  ~ o s  s + ~  790 r q - / Z o j .  ; 

po 2 _ 8 :~  3d 
h 2 To (8a) 

so s tc l l t  

mi t  

1 Fo ZAJ  OJOO . . . .  Voj (r) (9) 
j r 

] �9 e ~ ( '  +~oj) 
h Po J 

im Unendl ichen ehae so beschaffene Welle der S t romdiehte  I ern -2 
see -1 dar.  /%j  ist eine Phasenkons tante ,  welche ve to  Potent ialfeld 
E o ( r ) -  Eo~ abh~ngt  und die elastische Streuun9 bedingt  (Dis- 
persJon). 

Bei fehlender Kopplung  muss % j  fiberall eine reelle Funkt ion  
sein dami t  kein von Null  versohiedener Strom fliesst, d. h. ~oa = 0. 
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F i i r  Via Iautet  die Grenzbedingung im Unendlichen (nut ausge- 
s t rah l te  Kugelwelle) : 

Die Funk t ion  

1 H(1) E A O oo y 
d J 

stel l t  dann die anslaufende Kugelwelle  dar. Der  dureh die un- 
endlich weite Kugelf lache fl lessende S t rom yon F x ist,  wegen tier 
Normalis ierung yon F o (St romdichte  1 cm -2 sec -1) glcich dcm 
Wirkungsquerschni t t  (din bedeu te t  das Differential  des rKum- 
lichen Winkels) : 

h M  �9 f i m a g  (F~VFx)dw p~8Z q =  8 = ~f (J  + �89 (10) 

Es hande l t  sich also da rum die gekoppel ten  Gleichungen (5), (5a) 
oder  (5b) mit  den Grenzbedingungen (8a) und (8b) zu lSsen, und 
so die [~ lg l  2 zu bes t immen.  Bei fehlender Kopp lung  stel l t  v o 
eine sbehende Welle da r  (Jj+~), welche als eine Uberlagerung 
zweier for tschre i tender  (H(jD+�89 und Hc~)~) gedaeht  werden kann.  
] Vlr [ 2 is t  dann ident isch Null. Sobald  die Kopp]ung einsetzt,  werden 
I Vo a 12 und I V~ a 1~ yon 0 verschieden, und wir haben fortschrei tende 
Wellen in beiden Fal len.  Da J~ = ~ (H~ 1) + H~ )) ist,  so wird der 
Maximalwer t  yon ] ViJ[  : �89 [ VlJ[  2 : 4 ~- bedeute t  also , ,Uber- 
g a n g s w a h r s c h e i n l i c h k e i t - - 1 "  (siehe w 1). 

w 4. Die  F o r m u l i e r u n 9  des Problems naeh der B o r n = D i r a e ' s e h e n  

S toss theor ie .  

Einsehal tungsweise legen wir hier  nieht  das zweiatomige 
Molektil unseren Bet rach tungen  zugrunde,  sondern gehen (mit  
Rficksicht  auf eine s p ~ e r e  Anwendung)  yore Grenzfall  der ge- 
t renn ten  Atome aus. Wi t  setzcn wieder  in nul l ter  N~herung die 
Wellenfunkt ion gleich einem P r o d u k t  aus den Wel lenfunkt ionen 
der Elektronenbewegung und derjenigcn der Kernbewegung.  

Diese beiden Funkt ionen ,  mi t  Z (~) and  ~ "u  (r) bezeichnet,  
F 

haben aber  ganz andere Bedeutungen als die mi t  q~ (~, r) und 
1 

- -  v (r) bezeichneten des w 2. 
T 
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1 
~6JAI~IT UaJAM T (r) �9 O j i A ( a )  e ~M~" sin Aq~ �9 Z~A(~) 

T COS 

wo Z die Gleiehung 

/ " / 

Z~A ( ~ - ~ . . . )  sin Ac# = 0 
c o s  

379 

( la)  

befriedigt .  Die dem crsten StSrungsglied I in (4) entsprechende 
Wechselwirkungsenergie heisst ~etzt: 

W !  ( ~ W ~ ,  r) ~ V ( ~ ,  r) -- V ( ~ V  i ~i, r oo). (4a) 

An Stelle des Operators  haben wir j e t z t  eine gewShnliche Funkt lon .  
Es t re ten  natfirlich auch noch dem Gliede I I  in (4) anuloge Opera- 

toren auf, welche ~ und ~-~ entha]ten.  Die Z sind nat i i r l ich die 
Eigenfunkt ionen der getrennten Atome*).  

An  Stelle yon (5) s teht  j e tz t  im Fal le  I 

8 ~ 2 M  8 :~3 / /  
Uo'J. To ~ h 2 ( T o - -  WIo(?~) ~ lOJT--  h2 W~ol(r) i I J T ,  (5fl,) 

und die entsprechende Gleichung ffir ula  T,, wobei 

h2 J i  2 0 i + k 
W ~ = f d ~ . ~ ( ~ ) - W  ~(~).z~(~) + ~ i ~ ; ~ = l i = k .  

])as Resu l t a t  ist  auch hier zwei gekoppelte Gleichungen, nur  haben  
sie den Vorteil  gegeniiber (5), dass die K0pplung s ta t i sch  und n icht  
dynamlsch  erschcint.  Die gegenseitigen Vortci le dieser zwei 
Ausgangsgleichungcn werden im w 7 diskut icr t  werden. Die 
Grenzbcdingungen ftir die u sind selbstverst i indllch dleselben 
wie die fiir die v (w 3, G1. (8a) und (8b). 

*) Streng genommen v) die Eigenfunktionen bei fehlender Wcchsclwirkung. 
Diese Definition m~terscheidet sich eventuell gegen diejenige im Text. Die Darstel- 
lung (4a) hat dann wie (la), rein formale Bedcu$ung. 
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w 5. Beispiel einer strengen Liisuno*). 

D a  nach  Voraus se t zung  f i be rhaup t  nu r  zwei  E lek t ronen-  
zusti~nde eine Rolle  spie len sollen, so mi i ssen  die s t r engen  LSsungen 
der  P r o b l e m e  im w 2 (5) u n d  im  w 4 (Sa) dasselbe R e s u l t a t  l iefern.  
Wir  wol len  in diesen P a r a g r a p h e n  vor t ibe rgehend  einlge wei tere  
e infache A n n a h m e n  machen ,  ohne ihre  Bez iehungen  zur  Wirkl ich-  
kei t  zu  d iskut ieren .  W i r  gehen  yon  Gle ichung  (5a) aus  und  nehmen  
an, dass 

fie hie 
Woo (r) = Wlx (r) -- r t  e �9 8 ~ i e M  

sei, f e rne r  dass 
h 2 

W o l = c o n s t = =  8 ~ 2 M  "~ 

sei ffir r < r o und gle ich  Nul l  fiir r > %. Se tz t  m a n  noch 

�89 i e - p l  2 ) = ~ > 0 .  
� 8 9  pie 

o: . f 2  /of1 

dann  l a u t e n  (5a), w e n n  j 2  = j ( j  _~_ 1) - -  Aie +/32 

u ~ +  po 2 - ~  Uo = ~ u l  
jie ~ 0 ftir r > r o. 

Die LSsungen ,  welehe  im  Nullpunkt~ endl ieh  s ind l a u t e n :  

f a r :  r < ro uo = r~" [ % '  J j ( v o r  ) + Cl'/O" J j ( h r ) ]  

u l  = r~" [c o �9 f i "  Ja (vo  r) + ca- J a ( v l r ) ]  

und  wegen  (Sa) und  (8b). 

�9 H ( 1 )  t ft ir :  r > r  o U o = r � 8 9  Vo J r (p~r)] 

r~ U l  = " [ ~ l J "  H ~ ) ( p I r ) ]  �9 

Gleich se tzen  yon  be iden  W e r t e n  u o (resp. ul) in GrSssc und  Ncigung  

�9 ) Diescs  Bcispie l  f i n d e r  s ich aus f i ih r l i ch  bbi :  P .  M. ]~IORSE, Rev .  Mod. 
P h y s .  4~ 632 (1932), d e m  d e r  Verfasser  da.s Beisp ie l  zur  Ver f i igung  s tel l te .  
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i m  P u n k t e  r -  %, g ib t  4 l ineare  u n h o m o g e n e  Gle ichungen  zur  
B e s t i m m u n g  der  4 K o n s t a n t e n  co, cl ,  ~)o, W1- Die LSsung  ffir 
WIJ schre ib t  s ich in der  F o r m  einer  D e t e r m i n a n t e  aus Besse l ' schen  
F u n k t i o n e n  u n d  deren Able i tungen .  Der  Zi ihler  i s t :  

f l  Po " [Hj  (Po %)" JJ  (Po %) - H j  (Po %) " JJ  (Po %) ] 

�9 [ga @0%)" ~ gJ (v~ro) - % gJ (% ro)"  g J  (~ro) ] 

(%2 _ ~,2) ? rdr"  Ja(v o r)" g j  @lr) .  
7~ ro 2 o 

Der  N e n n e r  h a t  ffir ~2(( ~ (]fz[ <(1) den  W e r t :  

4 
2T 2 , to 2 

und  ftir ~ ) )  ~/,e ( / e = - - 1 )  den  W e r t :  

8 
2 ro 2 

(solange als ~h% reell u n d  grSsser  als J ist).  
Man erh~l t  daher ,  in be iden  Fgl len  wegen  der  Def in i t ion  yon 

oo 
2g 

0 

U n t e r  cr i s t  b ie r  eino F u n k t i o n  ve r s t anden ,  welche  k o n s t a n t  = 
is t  ffir 0 ~ r < r  o u n d =  0 ftir r > r o. F t i r  imaginBres ~1, wo 
vlr  o > i J  is t  wi rd  

sin x 

(-:) I , , , . ,  12= 1 /  + oos x 
2~ . c o s  x +  i [ PoP1 Po Pl 

2 J  1 

w 6. Die anoen~herten L6sungen (St6runflsreehnunfl). 

Wir  kSnnen  die Gle ichungen  (5), (5a), (5b) alle in der  F o r m  
schreiben : 

Yo + Ko (r) Yo = L (r) Yl 
y'~ " K 1 (r)  y l  - -  L (r) Yo (13) 
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WO L in (5) ein linearer Operator ist. Ft ir  kleine St6rungen L (r) 
(schwachc Kopplung), setzen wit in erster N~iherung Yl = 0 und 
withlen ftir Yo die im 5Tullpunkte endliche L6sung, welche wit, 
nach WJENTZ~EL, KRAMERS, BRILLOUiN 2) s positive K o wie ' 

) 
normieren kSnnen. (Ira Falle Woo co 1/r 2 : Yo = r~. Ja (por)). Die 
homogene G]eichung ffir Yl ha t  ebenfalls eine im ~ u l l p u n k t  end- 
lichc LSsung y~ und eine unendl iche  IAisung H Yl �9 Wit  wahlen die 
beiden so, dass 

Y~+Y~ = " - - , ' c x p  i K ~ d r -  
K~ t \K,=o 

normiert  ist. Wegen (13) ~ l t  strenglO): 

2 
yt'y "-C'v; �9 

Die LSsung der unhomogenen Gleiehung heisstlO): 

[ / ] I H (e) i y~ = c~ + ~ -  de " Yo (e )  " L ( e )  " Y ,  " y j  (r) 
co 

c2 - ~ ~ d e "  yo ~ (e)" L (e) " Y~ (e) " y ] i  ( r ) .  

Die Grenzbedingungen im Unendlichen geben C~ = gdl '=- i~ , a .  
Fiir  r - -  0 mtissen wir verlangen, dass 

~'~o 

was eine gewisse Besehr~nkung auf die StSrungsfunktion L (r) 
auferlegt. Da aber die LSsungen yo I ffir r 0 stark versehwinden 
(Abstossung der Kerne), so wird dieser Bedingung im ganzen 
genfigt werden. Ferner muss der Faktor  yon y~i (r) ffir r = 0 
zu null werden. Wegen (8b) gibt das: 

�9 ~ f ~ . L .  ~ .  (:i4) - i c 2 = ~ J - -  + * ~  - d r ' y 1  Yo 
o 

:o) F ~ c K  und R. v, Mists, Dif. Gleich. d. Phys.' p. 299 und p. 300 (1930). 
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Afif den Fall ~les vorhergehenden Paragra~ghen angewand t ,  g ib t  (14) : 

~rg c~ 

W J  ~2-f:r r d r .  J j  (p0 r) - J j  (p~r). , (15) 
0 

D e r  Un te r sch ied  zwischen (19~) u n d  (15) b c s t e h t  darln,  dass der  
N i the rungsausd ruck  andere  F r e q u e n z e n  p~ en tha l t ,  an Ste l le  yon  
vs im  exak ten  A u s d r u c k  (12). Da  das I n t e g r a l  im  wesen t l i chen  
y o n  der Resonanzsch~rfe  �89 (p~ -- p~,) = ~ abhi ingt ,  so en t sp r i ch t  
der  Feh le r  in (15) der  Ve rwendung  yon  ~o an  Stel le  yon  % / ~  + e2.  
W i r  wollen das nun  noch a l lgemeiner  beweisen.  

w 7. Vergleieh tier London'schen ]nit tier Born-Dirae ' sehen  N~iherung. 

Dazu wendet man das im ,r Paragraphen 
beschr iebene  Ver fah ren  auf  die Gle ichung  (5) (LONDON7)) u n d  
(5a) (MoI~SE und STUECKELBERG6)) an. Die LSsungen yon (la) 
seien als bekannt vorausgesetzt. Haben wit nur zwei ZustKnde 
in B e t r a e h t  zu ziehen,  so kSnnen  die be iden  (1) geni igenden adia: 
batischen molekiilaren Wellen/unktionen q)~ (u ~) du tch  die be iden  
F u n k t i o n e n  Z~ (~) ( la)  e x a k t  ausgedr i iek t  w e r d e n  (~----= 0,1). W i r  
m a e h e n  mi t  LOb'DON 7) den, vo re r s t  wi l lkt i r l iehen Ansatz .  

6Do= Z o c o s g + z x s i n g  

r = -- Zo sin g + Z1 cos g 

(16) 

Die Z~ hgngen  defini t ionsgemiiss  nu r  Yon ~ ab.  (Dabei  s te l len 
w i t  uns vor ,  dass die ~i eines z u m  A t o m  I gehSrenden  E l e k t r o n s  
v o m  S c h w e r p u n k t  des A toms  I aus  geziihl t  w e r d e n  usw. Niiheres  
dar i iber  siehe bei  LONDON 7) in se inem w 9.und bei  MoRse,  STUECKEL- 
~l~(} ~) in i h r em w 3). Die vo re r s t  noch u n b e s t i m m t e  F u n k t i o n  g 
hi inge nur  yon  r ab.  Setzen wir  die Z~ als n o r m i e r t  und  o r thogona l  
-r so s ieh t  m a n  leieht,  dass aueh  die be iden  r fiir  j eden  
bel iebigen reel len  W e r t  von  g(r) normal  u n d  or thogonM sind. 
Das  gi l t  se lbs tvers t / indl ieh  n u t  solange als m a n  a n n e h m e n  darf ,  
dass nur  zwei  E l e k t r o n e n z u s t ~ n d e  exis t ieren.  

Der  t I a m i l t o n ' s e h e  Ope ra to r  der  Wel leng le ie tmng  der  E l ek -  
t r o n e n  fiir g e t r e n n t e  A t o m e  l a u t e t  ( ( la)  in  w 4):  

h~ 
H ( ~ s  ~) 8 ~ 2 m  A~ ... .  :n, ~'+ V(  ~ I " ' ' r  r = oo). 
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Der en tsprechende  Operator  der Molekfilgleichung (1) i m  w 2 ist  
d a n n  

H ( $ ~ . . . ~ ,  ~)  + W ($~...~,~, r),  

wobei  W durch  Gleichung (4a) im w 4 plus  die dort  e rwahn t en  
0 

yon  ~ -  u n d  : / ~  abhi~ngigen 0pe ra to r en  definiert  ist. Die O,, 

mtissen der s Gle ichung geniigen. (Die ;~ u n d  daher  die 
~0r seien reel].) : 

f q~, (H + W) qSk d$~. . .d~ ,  = ~,~ E, (r) 

f xt Zk ~1"" �9 ~ n =  ~ i ~ E t ( o o ) =  ~ilcEio~. H d d 

Die Indizes i u n d  k s tehen a n  Stelle der Indices  % ~ 0 u n d  a 1 ~ 1 
in  w167 2 u n d  4. Der hier belang]ose Index  A is t  weggelassen. Ausser  
E~ (r) u n d  Eir t r i t t  noch das (fiir don Fal l  I (WoI0 bereits  i m w  4 
definierte) In tegra l  (GleichUng 5a)) auf*) : 

f xi W($~. . .~,,r) x~ d ~ .  . . d ~ .  Wik (r) 

Aus der Gle iehung ffir i + k d . h .  8,k ~ 0 erhi~lt m a n  

2 We, (r) t a n g  9, g (r) = 
[Eo ~ + Woo (~)] [E~ + + W ~  (~)] 

u n d  aus den  beiden Gle iehungen fiir i - -  k ~ 0 resp. ~ 1, d . h .  
'O,k = I b e s t i m m e n  sieh die Termwer te  zu:  

E ~ (r) ~-- l e o  | + Wool + U'h + + W ~ ]  
2 

• V { [ E o =  + Wool - [Elco + W,1]} ~ , 
+ We.  

Die beiden Termwer te  (Franck ' sche  K u r v e n )  kSnnen  sich also 
in  dieser Be t r aeh tu n g sa r t  bei  yon Null  verschiedenen Wox for 
reelle Abs t~nde  r nieh~ t ibersehneiden,  sondern  sieh n u r  nahe  
k o m m e n  (siehe ~)). Wie in  w 5 erleiehtern folgende Abkt i rzungen  
die Schreibweise (We1 s teh t  ffir Wo~I oder WHY'or" 

8 ~__M. [Eo ~ + Woo ] - -  [E~ + + W~d 
h 2 ~. - -  ~ ( r ) ;  ~ ( o o )  ~>0;  

�9 ) In GI. (5a) enthalten die ~l)iagonalelemente Wii noch das vonder Rotation 
der Kerne herriihrende Zusatzglied h2J2/8 ~z2Mr2. In der Schreibweise dieses 
Paragraphen sind diese Glieder nicht enthalten, sondern sie werden erst in (17) 
explicife aufgefiihrt. 
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8 a 2 M  
h e 

385 

h ~ Wol o~(r) ; 

T~ = p~-; pe = ~ (p~. + po e) ; 

g (r) = �89 t a n g - 1  
yJ 

~ p2 8 n 2 ~V/ j 2  
~)0 ~, h2 ~Woo (r) + W l i  (r)] - ~)2 -~  V v2 (r) + ~2, ( r ) ;  

8 ~2 M j 2  
h0 WOO, l(r) re 

Wie  be rc l t s  e r w h l m t ,  s ind  die ~b~ o r t h o g o n a l  u n d  n o r m a l ,  w e n n  die 
Zi es waren .  Es  i s t  we l te r  n o c h :  

fd Oo% Tg' 

"~ v e r n a e h l ~ s s i g t  : (5) wird ,  w e n n  m a n  die Gl ieder  m i t  g'e gegen  ui 

Vo" + ~o e Vo = 2 g' v~' + g"  v l  (18) 

vz"  + vl 2v  1 ~  2 g ' v  o' -- 9 " v  o 

e n t s p r e c h e n d  w i rd  (5a):  

% "  + /%e Uo :r U 1 (18a) 

Die  Gleichungen (18) u n d  (18a) s ind  ~iquivalent. Die angen~iherte 
Bestimmung yon !WJ I e (14) a u f  (18) u n d  (18a) a n g e w a n d t  k a n n  
n a t i i r l i c h  t r o t z d e m  zu zwei verschiedenen Resultaten f t ihren.  

Aus  (18) fo lg t  d u t c h  pa r t i e l l e  I n t e g r a t i o n ,  d a  g u n d  alle v o f  
k o m m e n d e n  A b l e i t u n g e n  yon  g f t i r  r ~ zu  Nu l l  werden ,  u n d  v~ 
u n d  alle v o r k o m m e n d e n  A b l e i t u n g e n  yon  vi f t i r  r ~ 0 Null  s i n d * ) :  

fvo r i g " d r  : fg  dr[vo"v[ + 2 vo' vl' + vovl"] 
0 o 

--/ g' d r - -  f g d r [  2 % "  V 1 - -  ~ V 0 '  q)l'] 2 V o' V 1 
o o 

*) Unter v i und u i sind bier, der Anwendung yon w 6, G1. (14) entsprechend, 
die Lbstmgeu der homogenen Gleichungen verstanden, welche im Nullpunk~cndlich 
sind, d. h. yI. 

25 
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W e g e n  (14) : 
Go 

Yg j ~ l  ] ?]1,1 [ = 2 ~ "  tg  x " (v 0 Vl H Vet' Vl) - d r 
~o 

0 

o d e r  wegen  (18), und  well �89 (v~ . -  V-~l) = %/V~ + ~2: 

m 

l r t a . ] l = g  -?~  " V o V a ' d r .  (19) 
o 

E n t s p r e c h e n d  erhi t l t  man  aus  (18a) 

co 

I ~ / la  [ 2 5 "  ]~0 U l  d ~:. ( 1 9 a )  
0 

7~ i n  (19) ist  a b e t :  %/~0 ~ +  ~ tg  ~ E ~ s <  ftir ~2 < y)2 a n d  ~ 2 ~ 

fiir  ~25> ~02 oder  % / ~ + ~ 2  tg  1 ~ = d . ~ ,  we  O ein F a k t o r  der  
~o 

GrOssenordnung  1 is t  (1 < d < 1.57), eine genf igende  Anni~herung.  
Der  Un te r seh ied  zwischen (19) u n d  (19a) i s t  also yon  de r se lben  
Ar t ,  wie de r j en igc  zwischen der  exak ten  LSsung  (12) u n d  der  
angmt i ihe r ten  (15). Wie LONDON 7) zeigte, s te l l t  (19a) die S u m m e  
von ad i aba t i s e lmr  und  n i e h t  ad i a b a t i s e h e r  Zust, a n d s g n d e r u n g  
(0-~- 1) dar,  w g h r e n d  das wegen schlechterer f~esonanz kleinere (19) 
allein die, von  uns  ge sueh t en ,  n i ch t  ad iabat . i sehen {Jberggtnge 
0 - ~ -  1 enth~tlt. Is t  also i m  Bereiche, we % a yon Nul l  verschieden 
ist ~ <( y~, so gibt die dem (Born-Di~ae schen) Niiherungsver/ahren 
~on Moi~SF~ und dem Ver/asser 6) zugrunde gelegte :GIeichung (19~.) 
schon die richtige Antwort.  

l)a q in eine S u m m e  fiber J zerffi.llt, so da r f  fu r  alle CMmder" J 
W O  

.... I=1  p .  

d a s V e r f a h r e n  von  MORSE u n d  S'ruEcKF, I;~nC, 6) a n g e w a n d t  we rden* ) .  

*) In G1. (17) dieses t'aragraphen steht W01 fiir Wol 1 und W II Wird dieser 
o1" Paragraph als logische Entwicklung der Pacagraphen 2 und 4 gelesen, so darf 

das in (17) und welter oben vorkommende Iu nuv WI l bedeuten. Fiir das Folgende 
wollen wit eine etwas andere 13bcreinkunft treffen: 

Die P~trallelitgt zwischen u i mit den Frequenzen l*i und mlt v i mi~ den 
Frequenzen vi, wollen wit" so verMlgemeinern, dass die/~i a jeweils ein ,~Iass fiir die 
Termgr6ssen ohne die filr die l~berggnge verantwortliche St,0rung ~ = 8 az'a MWol/hI 
oder 8 ,.'z=MWIoI/hU bedeutcn, wghrend die ri e die Termgr6ssen mit eingcschalteter 
StOrung darstel]en. 
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Wir  werden daher  im folgenden -con der exak ten  adiabat ischen 
L 6 s u n g  (G1. (5) ftir Fa l l  I u n d  G1. (5b) fiir Fall  I I )  ausgehen, soweit 
sieh das als mSglich erweist. Beim Fal l  I I  wird das irnmer mSglieh 
sein, wiihrend beim Fal l  I eine SchwierJgkeit auftreten wird, 
dig dar in  besteht,  dass die n icht -adiabat i sehe  Wechselwirkung, 
welche die f~bergi~nge induziert ,  n icht  lediglich eine Funk t ion  
sondern oin Operator  ist. Dieser Schwicrigkeit  kSnnen wir nur  
entgehen,  wenn wir eine London'sche N~herung einschalten, die 
in der  Ta t  (siehe (18)) die dynamisehe  in eine s tat isehe Weohsel- 
wirkung tiberftihrt.  

w 8. D a s  A n s e h l u s s v e r f a h r e n  der N / i h e r u n f s [ u n k t i o n e n  in  den U m k e h r ~  

p u n k t e n .  

Wmm man versuoht  das Problem der gekoppel ten Gleichungen 
strong zu !6sen, so is t  es wie in w 5 methodiseh gleiehgfiltig, ob man 
(5), (5a) odor (5b) betraehtet ,  sofern nur dig Kopplung  dutch  
eine Funkt ion,  n ieht  einen Opera tor  dargestel l t  wird. .Beide 
Gleiehungspaare sind yon Typus :  

~ '  + ~1 ~1 - -  ~ ~ o ,  

we a i m  Fall  I die l! 'unktion 8 ~" M W~o,/h 2 und im Fall i i  die 
Fnnkt ion  8 zt 2 ~,I/1 W~O~l/h 2 darstell t .  Im Fall  l [  legen wir unseren 
geehnungen  also die exakten adiabat ischen N~herungsfunktionen 
zugrunde.  Im Fall  I kiinnen wir das nicht  tun, weil die folgende 
Aufl6sungsmethode des Gleiehungspaares nieht  auf Operotoren- 
kopplung anwendbar  ist. Wi t  gehen daher yon den Gleiehungen 
(18a) aus, in welehen die 0pera to renkopplung  dureh eine Funk-  
t ionenkopplung ersetzt  ist, Wie im w 7 gezeigt wurde, bedeute t  
das, dass dig exakten  adiabatiseheil  N~therungsfunktionen durch 
die London'sehen Ni~herungsfunktionen ersetzt  sind. 

Dutch  El iminat ion erhalten wir in beiden FMlen:  

~' [ c(' ~'2 I 
U I v  - -  2 . ~ l l I .  ~ ~00 @ (~1 2 " ' 

t 1 I + 2 % '  9, ct '% - u  o ' +  %~v 1 ~2 '2~' - ~ , . " ~ ] - % = 0  
(9~o) 

und 
1 

~ = " [r + 9~o % ]  (9~ y 
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W i r  er innern  uns,  dass f i  und ~ Gr0ssen bedeu ten ,  welche m i t  
1 

h ~  mult ipl izier~ sind.  Wir  sehre iben  deshalb stat~ (20), (P.0a). 

~d v + D - u m + A h~ B 
o o h 2"[1 + . A ~ - §  + h . u '  

C 
+ h4-  [1 + h ~- C~ § . . . ] -  Uo = 0, (~.0a) 

1 
A -  h~ = ~v 0 +  5vl = 2~0 A 2 . . . .  

h el [ ] B -  2"  ~o' ~~176 ~' 
o~ 

1 
C -  h T = % ~ l  ~2 C2 . . .  

D = - - 2  ~' ist.. 

~VO 

Entsprechend dem \V. K. B. 2) Vel'fahren, sotzL man aueh bier 

I 
. (S~ ~ h ,S ' l .~  ]PS~ ~ . . . )  

t~ o - - e h .  

und  f inder  ftir die erste  N~iherung:  

S ;  ~ + A S ;  ~ +  C = 0 ;  ~@~ = i ~ r ~ = i ~ [ ~  : ~ V ~ + ~ l ;  

,; (v 2 %) 
S I - -  �89 v �89 v 2 ~ : 

usw.*).  Es t r e t en  also die g le iehcn  F r e q u e n z e n  r o und h auf ,  
wie i m w  5 G1. (17). In  zwei ter  N~i.herung laute~ daher  die LSsung  

yon  (24) oder  yon  (18a) nach  e in igem U m f o r m e n , w e n n  t = ~ :  

.o - [(.+ �9 .+." ~. �9 -+."') �9 ~ : (- r':o + i " ) a .o ~Vt' 
f ( dt e ~f~+t. 

(~,6) 
�9 ) W e n n  m ~ n  d ie  G l i e d e r  D u n d  B / h  'a s c h o n  in  n u l l t e r  N h h e r u n g  b e r i i e k -  

s i c h t i g t ,  so erhS, l t  m ~ n  v i e r  v o n e i n a n d e r  v e r s e h i e d e n e  k o m p l c x e  G r u n d I r e q u e n z e n ,  
w o  n i c h t  v o F = - v0-  i s t .  D a s  b e d e u t e t  f i i r  alas l~olgende,  d a s s  d i e  U m k e h r p u n k t e  
v0+ = vo_ i m  K o m p l e x e n  l i egen .  D i e  i i b r i g e  B e h a n d h m g  b l e i b g  s i ch  a b e r  g l e i e h .  
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r e s p . ,  }VeYlII Z = -  " 

U o "~  

389 

+ (d+. e'f + d_. e• exp ( 

+ f dz a~ 

Die  A n n i ~ h e r u n g  i s t  f i be ra l l  g u t ,  a u s s e r  in  d e r  N~the  d e r  P u n k t e  
% ~ 0 ,  v I = 0 ,  v o ~  v l ,  d a  d o r t  d i e  y o n  v~ o d e r  t r e s p .  z a b h ~ n -  
g~gen  A m p l i t u d e n  r a s e h  ~ a r i i e r e n .  B e i m  D u r e h g a n g  r e s p .  U m f a h r e n  
y o n  d i e s e n  P u n k t e n  t r e t e n  s p r u n g w e i s e  A n d e r u n g e n  i n  d e n  K o n -  
s t a n t e n  c+,  c , d+ ,  d_ a u f .  F f i r  e i n e  G l e i c h u n g  z w e i t e n  G r a d e s  
( P u n k t e  v i -  0) w u r d e  d a s  P r o b l e m  y o n  KRAMERS 2) ff ir  d e n  
D u r c h g a n g  a u f  d e r  r e e l l e n  A x e ,  u n d  v o n  ZWAAN u )  f o r  d ie  l , :m-  
f a h r u n g  a u f  de r  k o m p l e x e n  r - E b e n e  d u r c h g e f t t h r t .  W i r  w e l l e n  h i e r  
e in  d e m  Z w a a n ' s c h e n  i~hnl iehes  V e r f a h r e n  a n w e n d e n ,  w e l c h e s  s i c h  
a u e h  a u f  d ie  P u n k t e  ~o = - v l  a u s d e h n e n  l g s s t .  D a z u  m u s s  a n -  
g e n o m m e n  w e r d e n ,  d a s s  d ie  F u n k t i o n e n  ~vo, 9% u n d  ~ i m  b e t r a e h -  
t e t e n  k l e i n e n  G e b i e t  a n a l y t i s e h  s i n d .  D a n n  m u s s  a u e h  % a n a l y t i s e h  
se in .  B e i m  U m f a h r e n  j e d e s  P u n k t e s  v o ~ 0, v 1 ~ 0, v o = v 1 
m u s s  d a r u m  u o a u f  s e i n e n  A n f a n g s w e r t  z n r t i e k k e h r e n .  Die  NS~he- 
r u n g s a u s d r f i e k e  t u n  d a s  a b c r  n i c h t .  D a r m n  m f i s s e n  d ie  K o n s t a n t e n  
s i eh  s p r u n g w e i s e  a n  b c s L i m m t e n  S t e l l e n  ~ indern .  D a  s i e h  v o m i t  
- v  o b e i m  U m f a h r e n  v o n  v o =  0, u n d  v o -  v 1 m i t  (vo *'1), 
d. h .  v o m i t  v 1 b c i m  U m f a h r e n  y o n  v o - -  v 1 v e r t a u s e h t ,  so  k 6 n n e n  
d i e se  S p r i i n g e  n u t  p r o p o r t i o n a l  d e n  v o r h a n d e n e n  K o n s t a n t e n  
c+ d ~ c_ d s e i n  ( s i ehe  STO~:ES TM)). 

B e i m  U m f a h r e n  y o n  r o - -  0 b e t r a e h t e t  m a n  

I /  /1 i v, d x  - - i  v , d : v  
_ 1  

vo " c + ' e  ~ + c  . e  o j .  

D a v  o d i e  W u r z e l  a u s  e i n e r  i m  P u n k t e  v o = 0, x -  0 v e r s e h w i n -  
d e n d e n  a n a l y t i s e h e n  F u n k t i o n  i s t ,  so  m u s s ,  w e n n  c~' ,  c '  d i e  
K o n s t a n t . e n  n a e h  d e r  U m f a h r u n g  b e d e u t e n :  

n )  A. ZWAAN, Diss., U t r e c h t  1929. 
v2) STOKES, Collected papers ,  siehe aueh  G. N. WATSOn, Theory  of :Bessel 

Funct ions ,  Cambridge  1922. 
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Es  s te l l t  s ich j e t z t  die F r age ,  wo die K o n s t a n t e n  sp r ingen  
kSnnen .  STOKES11) TM) zeigt,  dass  die v e r w e n d e t e n  N~he rungen ,  
we lche  den a s y m p t o t i s c h e n  D a r s t e l l u n g e n  e n t s p r e e h e n ,  in den  
R i c h t u n g e n  v o m  P u n k t e  x ~ 0 aus ,  wo das Verhi i l tn is  der  be iden  
F u n k t i o n e n  

( J ) exp -~ i v o d x 
o 

ein E x t r e m u r n  wird ,  der  F e h l e r  in der  g rSsse ren  F u n k t i o n  
grSsser  ist ,  als de r  abso lu te  B e t r a g  der  K l e i n e r n .  Die K o n -  
s t a n t e  der  K l e i n e r n  daI'f s ieh  also d o r t  sp rungwe i se  i indern .  
Dies gilt nur, wenn die betrachteten Unstetigkeitslinien, ohne yon 
andern Punkten kommende Unstetigkeitslinien zn durchkreuzen, sich 
zu solehen Ent/ernungen ver/olgen lassen, wo 

e x p ( •  f vo d x)  
0 

beliebig gross resp. klein wird. Die Gle i ehnng  der  U n s t e t i g k e i t s l i n i e n  
yon  c+ i s t*) :  

x 

( + i / v  o d x ) = ~ +  ( g a n z e Z a h l  • 2 arg 7r 
0 

B e z e i c h n e t  2(x) das A r g u m e n t  y o n  vo (x) und  ~0' das  A r g u m e n t  *con 
dx ,  so f t ih r t  (wenn x = e " ei~ ist) ,  

(e ,  q0) + ~ ' =  ~ + (ganze  Zahl  • 2 x )  

auf  di~ Di f fe ren t i a lg le i ehung :  

t a n g  ~ ( ~ _ d ~ ) _ , _ ~ + 2 ( ~ , ~ )  n = ( g a n z e Z a h l  x 2 ~ ) + 0 .  

Man  s i eh t  leieht ,  dass  die E x t r e m a l r i c h t u n g e n  den  P u n k t  x - -  0 
u n t e r  den  Winke ln  

5zz 
~v = ~ -  u n d  

ffir Sprf inge von  c+, u n d  u n t e r  q~ n ftir  Spr t inge  yon  c_ ver -  
lassen (siehe Fig.  9,). W i r  n e h m e n  j e t z t  an,  dass  b e i m  f2bersehre i t en  
dieser  R i c h t u n g e u  e+ sich p r o p o r t i o n a l  c_ ~n d e r t  u n d  u m g e k e h r t .  

~) Ist a eine komplexe Zahl a = lal �9 e* r so bedeutet 
arg a = (log a -- log fal)/i = q~. 

In diesem und in folgenden w sind die Buchstaben ~v, F und ~ als Argl~ment~ 
yon komploxen Zahlen gebraucht Eine Verwechslung mit den Gr6ssen ~v und y~, 
definiert in Gleichung (17) w 7, welche Termwer~e resp. -differenzen darstellen, ist 
nicht zu befiirchten ; cbensowenig eine mit den Eulerschen Winke]n der w 2 u. w 4. 
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(Wi i rde  m a n  die S p r i i n g e  n o c h  p r o p o r t i o n a l  s ich  s e l b s t  u n d  p ro -  
p o r t i o n a l  d e n  K o n s t a n t e n  d+ u n d  d a i m e h m e n ,  so e r h a l t e n  ni~mlich 
diese w e i t e r e n  P r o p o r t i o n a l i t K t s k o n s t a n t e n  den  W e r t  Nul l . )  

W i r  h a b e n  d a h e r :  A n f a n g s w e r t :  c+; c 
n a e h  ~ b e r s c h r e i t e n  y o n  ~v = ~ /3 :  

e_~ §  ; e *) 

n a c h  [ J b e r s c h r e i t e n  y o n  ~ -7~: 

c + + ~ e  ; fle+ + ( l  +~f l )  c 
naeh  Ub~  sehre i t en  von  ~ = 5 ~/3: 

c + ( l + f l ~ , ) + e _ ( ~  ~, i - ~ f l r ) ;  f i e + +  O + ~ f l )  c -  

Fig. 2. 
x-Ebenc in der Umgebung yon x ~ 0. Die Uns~ei~igkeitslinien verlassen den 

1)unkt x ~ 0 unter den Winkeln: 7r/3, zt, 5 ~ t l 3 .  

Die l e t z t e n  W e r t e  m t i s s e n  gleich c "e  ,z r e sp .  c , "  e e sein.  D i e  
K o n s t a n t e n  ~, fl, 7 s i n d  also bis nu f  den  b e l a n g l o s e n  F a k t o r  
e " ~ i  b e s t i m m t  zu :  

V e r l a n g t  m a n  jetzl., dns s  a u f  de r  n c g a t i v e n  ree l l en  x - A x e ,  
wo v o imagin i~r  ist ,  n u r  der  n e g a t i v e  reel le  E x p o n e n t  a u f t r i t t  
(c~ ~ 0, c ~ c), so l a u t e t  die L 6 s u n g  a u f  de r  p o s i t i v e n  x - A x e ,  
n a c h  U b e r s c h r e i t e n  v o n  ~ =: 5 7r/3: 

[ /  / 1 i ~odX--~ 2 ~ v o d x + ~ y  

Vo-~ . e e o + e o j . 

*) Die Gr6sse a = 87r 2 M W o , / h  ~ dar[ nich$ *nit den hicr verwcndcten 
Zcichen ~, fl, y ffir die Sprungkonstanten vcrwechselt werden. 
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Auf der  reel len Axe  t r i t t  noah die Nul l s te l le  yon  v 1 auf.  Dieselbe 
b e h a n d e l t  sich in g le ieher  Weise. S~the m a n  yon  den Nul ls te l len  
yon yJ~ + ~2, die im  K o m p l e x e n  l iegen,  ab,  so w~tre u o im U n e n d -  
l ichen gle ich dem obigen  Ausdruek ,  und  u 1 gteich e inem analogen.  
Die G r e n z b e d i n g u n g e n  (8a) und  (8b) lassen sich also nu r  ftir  
7o = rh = 0 (d. h. be ide  S t rSme = 0) erftillen. Das Stossphi~nomen 
m,uss also dutch die P u n k t e  v o = vl ,  die immer  im  Komplexen ,  abet 
/i~r kIeine St6rung nahe reellen A x e  liegen, erkldrt werden. 

D a  sieh die B e h a n d l u n g  des Fa l les  I I  (LANDAU s)) t ibersieht-  
l icher  ges ta] te t ,  so b e t r a e h t e n  wir  diesen im fo lgenden P a r a g r a p h e n  
zuerst .  

w 9. Das  Ansehlussverfahren  der Nf iherungsfunkt ionen in der 
l[~bersehneidunllslleflend (Fall  II) .  

In  e inem kle incn Bere ich  u m  die ~dbersehneidungsstel le  y~ = 0, 
r = %  dfirfen wi t  s c = k o n s t a n t  u n d  y ~ = ~ ' - ( r  %) setzen.  D a n n  
s ieht  m a n ,  dass die P u n k t e  v o - v 1 = 0 s y m m c t r i s c h  u m  und nahe  
bei de r  reel len r -Axe  l iegen.  Die Uns te t igke i t s l i n i en  liegen, wie 
wel te r  u n t e n  gezeig t  wird  so, dass i m r  eine yon  je  drei  Linien  
die reel le  Axe  se lme ide t  und  dim be iden  P u n k t e  ve rb inde t .  Die  
vier  a n d e r n  laufen in P a a r e n  in die pos i t i v  und n e g a t i v  imagini~re 
H a l b e b e n e .  In  Fig.  3 is t  dieser Fa l l  I I  dargeste l l t .  Z u m  Anschluss-  
ve r f ah ren  mtissen wir  das kleine Geb le t  e twa in der  geze iehne ten  
A r t  u m f a h r e n .  Die Aus f t ih rungen  dieses w haben  abe t  auch ,  
wie sieh zeigen wird,  noch  in v ie len  Fii l len Ge l tung  we ~ n ich t  
klein ist.  (Also aueh  w e n n  sieh die K u r v e n  nach  dem in der  E in-  
l e i tung  und  im w 7 skizzicr ten  Ver fah ren  yon  s u n d  
W m N E ~  ~) n ieh t  schneiden.)  Die B e d i n g u n g  ist  nnr ,  dass ~ und ~f 
sieh in d e m  j e t z t  benOtigten Gebie t  du rch  eine ana ly t i sche  F u n k t i o n  
dar 'stellen lassen. U m  diesen Fal l  g le ieh einzuscti l iessen n e h m e n  

wir t =  ~ als unsere  unabhgng lge  Var iab le .  I s t  das  Gebie t  dann  

klein, so b e d e u t e t  das  nu r  eine Masstabi~ndei 'ung, da dann  

t = v," . (r %) k o n s t a n t -  (r - %). Die un tere  Grenze  der In t e -  
ct  

grale in den E x p o n e n t e n  yon  (22) kann  dureh A b s p a l t u n g  eines 
in die K o n s t a n t e n  e ingehenden  F a k t o r s  beliebig gew~hl t  werden.  
Wir  wi~hlen z. B. den  in Fig. 4 geze iehne ten  P u n k t  B. D a n n  
zer legt  m a n  noeh 

t t t 

f~oa,- j"" ~'  d,'- j'"~ 
B B B 

t 

und en t sp reehend  aueh  f~qdr. 
B 
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Das erste Integral  hat  keine Extremalr ichtungen,  welche yon der 
Uberschncidungsstelle ausgehen und  kehr t  nach der Umfahrung 
]edes einzelnen der beiden Punkte  auf seinen Anfangswert  zurfick. 
Das zweite abet hat  Extremalr ichtungen und  sein Vorzeichen 
~ndert sich nach der Umfahrung eines der Punkte  t ~ • i. 

Fig. 3. 
Die obere Hiilfle der  F igur  stell~ das bei VernachlSssigen de r  Kopp lung  cr auf t re tende  
(~berschnciden der  potentiellen Ene rg iekurven  #0 ~ und  Hx e dar.  Die  ges t r iche | ten  
I4urven stellen v02 und ~,1 ~ dar.  Sic i ibcrschneiden sich nicht ,  sondcml k o m m e n  sich 
nu r  nahc.  Da  v o ~ / ~ 0  und v 1 ~ #1 werden soll, wenn  wi r  weir  yore Schn i t tpunk t  

der  #i  en t f e rn t  sind, so ver l ie ren  die v~ ihre  I d e n t i t ~ t  am Schni t tpunkte .  
Die .untere Hdl/te st~llt die dazugehSrige komplexe  r -Ebene  ftir kleine StSrungen 
dur. Beschre ib t  m~n die gezeichnete  U m f a h r u n g ,  so ~nder~ sich das Vorzeichcn 
von %/V2+ccu. Das auf der  l inken Seite kleinerc  v0 wird  je tz t  auf  dcr  reohten 
Soitc gr6sscr als ~l- Die in der  oberen Figurenh~lf te  ver langte  Zuo rdnung  ergibt  
sich also zwanglos.  Die UnsVctigkeikslinicn der  U m k e h r -  und der  l~7)crschncidungs- 

punkte  sind (st~rke Linien)  eingezeichnet .  

\Vir haben jetzt ~Ser Glieder mit  den Exponenten  

t t 

wo T(t) t ' (%+~h)  ist. 
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D i e  G r S s s e n  :r t ' ,  % u n d  ~1 s ind  a l s  F u n k t i o n e n  y o n  t g e d a c h t :  
Nimmt man  T (t) a l s  i m  zur Umfatn~ung der Punkte  t ~ :[= i 
ben0tigten Gebiet kons tan t  an, so erhfilt man Fig. 4. Die aus- 
gezogenen Linien stellen die Kurven  

t 

arg ( + i fv1 + d t )  = ~r + m �9 2 :~, 
+ i  

Fig. 4. 

/-(~o/c0-Ebene in dcr  N~the von  t ~ 0 fiir y/ und cr tconstanl. Die Uns~e~igkeitslinien 
verla~sen die Punk te  j :  i under Winkeln,  die u m  je 2 ~/3 Voneinander cntfei, n t  sind. 

und die Gestrichelten die Kurven  

t 

arg ( - - i f  V1 + t ~ a t )  = , ~  + m . 2  7t 
•  
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dar. Dabej ist festgesetzt 
. r . ~o 

1/i  + ~ I/(t  ( i ) )  (t ( + i)) ~ ' �9 " "  . . . .  ~o=-e 2 .,r~. e . * )  
mit  

2 < q ) <  9, 

und 
3 ~  7 ~  

(siehe Fig. 4). Die Best immung der Sprungkoeffizienten liisst 
sieh streng durehftihren, gesta!tet sieh aber ziemlieh kompliziert. 

Es zeigt sieh dabei, dass die Kons tante  von exp (+ 4f~o dx) nut  

proportional der Kons tan ten  yon exp ( + i f v  1 dx) springen usw. 
Die Best immung gestaltet sieh wesentlich einfaeher, wenn man 
dieses Resul ta t  voraussetzt. Zur Vereinfaehung der Sehreib- 
weise lassen wir die belanglose Funk t ion  

weg. Dann haben wir nu r  die Kopplung  zwischen den beiden 
Summanden in 

- T  1 d t  

l B B 
g " U +  " 

t t 

+ ~ ,  -~. D + -  ~ ~ - o ~ p  --gd~ / 
w o  

B B 

U + - - c - e  o und D + = d - e  o 

ist, zu betraehten.  Die IAnie, welehe i mi t  i verbindet,  dar[ 
aber nicht zur Um[ahrung benti tzt  werden, da dort 

1 �9 ~ ' 0  - - P l  d x  

t = ~ i  

nicht beliebig gross werden kann.  Der in Fig. 4 gezeichnete Weg 

- *) S i e h e  A n m e r k u n g  a u f  S e i t e  3 9 0 .  
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A - - B - - E - - F - - G - - H - - A  is t  e r laubt ,  w e n n  die Uns te t igke i t s l in i en  
der  P u n k t e  % und ~1 = 0 die geze ichne ten  Linien I, I I ,  I I I  und IV 
nicht oder  ers t  (bei x~,) ffir sehr  grosse Wer t e  der  E x p o n e n t e n  
schneiden.  D a n n  ist  der  Feh le r  v o n d e r  Gr6ssenordnung  

exp 
t+__i 

Besehre ib t  die L f s u n g  den Weg yon  B nach E (in Fig.  4), 
so spr ingt  zuers t  C+ auf  C+ + aD+, und  dann D+ aus b C+ + 
(1 + ab) D+. Auf dem W e g  yon B fiber F naeh  G mul t ip l i z ie r t  
sich das ers te  Glied aus se rdem m i t  

(/ / d r )  M l = e x p  i T . d t . l / l + t  2+ 
B 21/1-~ t z 

und das zwei te  GIied m i t  N 1 = M1-1, so dass die LSsung  bei C 
lauCet : 

[ ' ] 1 t d t  

v ~ �9 F+.e a o + 7 ~ . A + . e  

oxp_ "J  l 

1", =(C+ + a D + ) . M a ;  A~ =(bC+ +(1 I-ab) D+) 'N~.  

Beim U m f a h r e n  yon + i yon  G naeh H ~nder t  s i e h / ' +  in F~  + a A+ 
und A+ in fill+ + (1 + ~fl) A+*). Auf  d e m  Wege  y o n  G naeh B 
fiber A,  t r e t en  en t sp reehende  F a k t o r e n  M 2 und N~ lfinzu. 

Es  is t  : 

] dt 

log ~34aN 2 - -  log ~VzN a = 0 

1 ~ t d t  

9' 1 + t  2 i : ~ .  

( ~  b e d e u t e t  das L in ien in tegra l  auf  d e m  W e g  A - - B - - E  - F - - G - -  
H - A )  

�9 ) Siehe A n m e r k u n g  auf  Sei te  391. 
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Die pos i t iv  ree]le GrSsse ~ b e s t i m m t  sieh f o l g e n d e r m a s s e n :  

Das I n t e g r a l  ~ J. T .  % / ] ~ .  dt ist ,  da  T ana ly t i seh  = T o 

+ tTo' + . . . ,  

"1'. t +  ~ . ~ - + . . .  . d t = i  T ~  " t 

da  I tl > 1 auf  d e m  ganzen  W e g  gew~thlt w e r d e n  kann .  N a e h  der  
U m f a h r u n g  g e h e n  v o und  v 1 ebenso  % -  v 1 (im G e g e n s a t z  zum 
P u n k t e  v o = 0) auf  ihre A n f a n g s w e r t e  zur t iek .  Man erhi~lt die 
be iden  B e s t i m m u n g s g l e i e h u n g e n  : 

[ C + ( ~ b - - e  - ~ ) + D + ( ~ ( l + a b ) - - a e  2 o ) ] = C ~  

- [ c §  (f l  - b (1 + ~ fl) e+2 ~) 

+ D + ( f l a - - ( 1  + a b ) ( l + c c f l ) e  + 2 ~  

Dies g ib t  vier Gleichungen zur  B e s t i m m u n g  d e r  vier Konstanten. 
Man f inder  (bis auf  den F a k t o r  e2~) :  

(H~ttte m a n  das  s t r enge  P r o b l e m  durchgef i ih r t ,  so hi~tten wir  im 
ganzen  4 • 4 ~ 16 K o n s t a n t e n  zu b e s t i m m e n ,  yon d e n e n  die 
8 Null  s ind,  welche  v o m i t  - vl u n d  u m g e k e h r t  koppeln.)  

Die K o n s t a n t e n ,  welehe C_ u n d  D_ k o p p e ln ,  h a b e n  dense lben  
W e f t  wie ~, fl, a, b. 

1st e - e ~ ( ( 1 ,  so heissen  wir  die P u n k t e  wel t  v o n e i n a n d e r  
g e t r e n n t  oder  isoliert. Der isol ier te  P u n k t  h a t  also 3 Un s t e t i g k e i t s -  

l inien,  und  die Sp rungkoe f f i z i en t en  s ind e i ~  . Das d e e k t  sieh 
m i t  d e m  ftir ~0 : 0 (Fig. 2) g e f u n d e n e n  W e r t e .  Fallen die Punkte  

5 
zusammen (T  o - -  2 ~ - -  0), so s ind  die Sp rungkoe f f i z i en t en  alle = 0. 

(T  o - -  0 b c d e u t e t  a b e t  u 0, d. h.  keine Weehse lwi rkung . )  Wi r  
k e n n e n  d i e -L6sung  l inks yon  ~o - -  0, d . h .  auf  der  nega t i ven  reel len 

t -Axe;  sie i s t  gegeben  dureh  Gle iehung  (22), w e n n  cx = c-  e 4 

u n d  d -  = d - e ~ i ~ - g e s e t z t  wi rd .  Beseh re ib t  m a n  j e t z t  de~ Weg 
A B E ~ ,  u n d  ber f ieks ieh t ig t ,  dass  aus S y m m e t r i e g r t i n d e n :  

�9 v o - - v 1 ,i t ~' ~ f ~ d , o =  ~ C T ( , . ) . , ~ / 1  + . d t = - 6  
A 
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ist, so l a u t e t  die LOsung auf  der  reel len Axe  rech ts  -con 7 , - - 0  
(siehe Fig .  4), d . b .  ~.uf der  pos i t iven  reellen t -Axe:  

"l tO - -  i " . . �9 . e - i * )  e o 

" 1 + ( c . e < ' + d . l / ~ 2 ? . e + i , ) e  o 
y 

+ ( - - c ' ] / 1 - - e - e ~ ' e  ~ + d ' e  ~ o ; (24) 

da r in  b e d e u t e t  

~4 r r 

i,,,, <,, .... S,o <,r + I'~ / ' " i "  
~ 0 v]~=O A A 

Die Sehreibweise  f d e u t e t  an, dass der  I n t e g r a n d  % resp. u: s ieh  
a,n der Stel lc  A - - F  sprungweise  yon  

V"'p T I 1/~ ~ :]-: ~<~l :n I/,, •  ,~ r  
vergnder t .  Diese Def in i t ion  der I d e n t i t g t  der v< v o r  und  i laeh 
der  U b e r s e h n e i d u n g  bedeu te t ,  dass ffir nega t ive  t resp. @- -%) ,  
% < ~1 und  ftir pos i t ive  t resp. ( r - -  re) , v 0 > v 1 ist, d. h.  w i t  folgen 
der  Bezeiehnungsweise ,  welehe in nu l l t e r  Ni~herung eine reelle 
Ube r sehne idung  dars te l l t .  (Wghlte  m a n  die andere  MOglichkeit :  
% tiberM1 > v:,  so hi~tte m a n  einen kont inu ie r l i ehen  In t eg randen ,  
abe t  in nu l l t e r  N g h e r u n g  nur  ein N a h e k o m m e n  der  K u r v e n ,  
siehe 2) und  Fig. 3). ]s ist  T (:tie reelle GrOsse :  

:= f ~o <s,. - f ~, <s,. ( , : < o ,  d,~ , 'o<, '~ ~,"  ,~eg.~ti,,e ,eel ie  t). 

yJ 
Ffir  gresse  Wer te  yon  ~ wird der F a k t o r  des ers ten (%)-Gliedes 

zu %,/'2 nnd  der (los zwei ten iv1) zu . Die Gr6ssen % 
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und  v 1 sind dor t  schon prakt i sch  kons t an t .  D a n n  gil t  auch in (21) : 

r / "  _ , cr i x O  

g d r  ~ + T o  e - - fiir 
+ 2  v~ i =  I 

Geht  m a n  j e tz t  zur  Grenze ~ = oo fiber, was ja  bei feh lender  

Resonanz  (~(r = oo) ~ O, yJ(r oo) > O) i m m e r  m6glich ist, 
so h a t  m a n :  

a: 

i .... 

Uo--  . ( c . e - ~ - t - d . l / 1 - - e  2 ~ . e  ~ . ) . e  o 

L _f_ . ~  = i  vod.a: a. z 4 

( c . e  ' ~ d - l M - e  2~.e+*~).e  o (25) 

und  wegen (215 

I 2~j/i,1" ( c - l / l - -e  - '~ ' r '~ ' '+d 'e  <')e ~ i 

i "F ~ g y  + i 

( - c ' t / 1  - -e  " ~ . e  i ~ + d . e - ~ ) e  b . (26) 

l)ic G r e n z b e d i n g u n g c n  (Sa) u n d  (8b) l au ten ,  wenn  s t a r t  dor 
Bessel 'sehen F u n k t i o n e n  die W . K . B . ~ ) - N g h c r u n g e n  ve rwende t  
werden (die im oo nat t i r l ieh asympto~isch in  Bessel- urid Hanke l -  
f lmk t ionen  f ibergehen),  u n d  w e n n  

r r h:<'r 
r :=  co  v~ = x o = 

(27) 

lira ---J vl d r  + # 1 d r  = y 
~ ' = o o  \ vi : 0  p , = O  

gesetz t  wird : 

I lira % =  !]/ ~Po " (r/o-I- �89 i a ' e  ~ 
r ~ o o  

1 1 e i~.  e 5 (28a 

[ , ,] . .@., d y (28b) / 2  
l i ID "  '/~1 = I / - - "  '#71 " ~  l'Y " (7 0 
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E s  g i l t  f e r n e r  f i i r  r ~  O: l i m v  o ~  l i m # o = P o  u n d  l i m v  1 ~  l i m  
vl = P l -  S e t z t  m a n  (29) r e s p .  (30) g l e i eh  (32a) r e sp .  (32b) in 
GrOsse  u n d  A b l e i t u n g  n a c h  r ( o d e r  x r e sp .  y) ,  so  e r h g l t  i n a n  
vier G l e i c h u n g e n  z u r  B e s t i m m u n g  d e r  vier U n b e k a n n t e n  c, d, ~o, rh. 
Sie b e s t i m m e n  s i c h  zu  

W o = i . e  - i ( 2~q  ' ) .  a 2 .  s in  T i . e - ~ . s i n f l  

~71-- e~(z 7 ) . a . e -  a ' s i n T ,  wo  a = i - l / 1 - e  - h a  . 

(Die  G r S s s e n  a e, fl, y, T s i n d  ree l l ,  a 2 b e d e u t e t  (e --~ 1)) .  D e r  
S t r o m  d e r  F u n k t i o n  u o i s t  p r o p o r t i o n a l * )  
2 
.n " uo '  Uo :: R e a l t e i l  y o n  (~]o + ~7o ~to) = (1 e -e  ~) - e -e  ~ �9 s in  2 T, 

u n d  d e r  S t r o m  d e r  F u n k t i o n  u 1 p r o p o r t i o n a l  
2 
7~ " 7A'lt Y ' I =  7 1 1 ~ 1 =  ( 1 - e - e ~ )  . e  2 ~ - s i n e z .  

M i t t e l t  m a n  f iber  ~, so e r h ~ l t  m a n  f i i r  [~112: 

I VI I ~ = ~" e - ~ " "  (1 e -2~ )  
~2 7g 

2 ~ = ~ z -  T O 
~f' v 2 (33) 

2 

Die  F u n k t i o n s w e r t e  ~2, y/  u n d  v s i n d  a n  d e r  S te l le  ~f = 0 v e r s t a n d e n .  
F f i r  W e r t e  y o n  2 ~ << ] e r h ~ l t  m a n  

n ~ - � 8 9  (29a) I " ~ l ~ = ~  -" ~,~ 

in U b e r e i n s t i m m u n g  m i t  d e r  L a n d a u ' s c h e n  F o r m e l S ) .  LANI)A~: 
i n t e g r i e r t  a b e r  in  s e i n e r  e r s t e n  A r b e i t  s) sp~tter  f ibe r  d ie  I~]ljI  z 
in s o l e h e r  We i s e ,  d a s s  cr  e ine  b e t r ~ t c h t l i e h e  A n z a b l  y o n  I ~ l a l  2 
e rh i i l t ,  w o  I r h y ] 2 >  1/4 is t ,  da  e r  b i s  zu Jm g e h t ,  wo a n  d e r  
l )  b e r s e h n e i d  u n g s s t e l l e  

=1/" ":,:0 ' P J m  - -  7"0 ~ " 

Die v o r ] i e g e n d e  M e t h o d e  gi l t  a l l e r d i n g s  a u c h  n i c h t  m e h r  s t r e n g ,  
w e n n  v ~ 0 w i rd ,  we i l  d a n n  die  U n s t e t i g k e i t s l i n i e n  y o n  % = 0 s i ch  
m i t  d e n e n  y o n  t - -  • i [ i b e r k r e u z e n .  I m m e r h i n  i s t  (29) l i h lge r  
r i e h t i g  als (29a),  d a  ]rh.~l "2 i m m e r  < 1/4 is t .  (Das  M a x i m u m  y o n  

�9 ) Die  GrOssen fl u n d  y sized se lbs tvers t i~ndl ich h ie r  u n a  im F o l g e n d e n  
d ie jen igen  aus  Gle ichung  (27) u n d  n i c h t  e t w a  die S p r i n g k o n s t a n t e n .  
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e-2e (1 -- e -2~ l iegt  be i  e-" e = �89 u n d  be t r~g t  1/4. ) Wird  d >~ 1, 
so e lgne t  sieh die Dar s t e l l ung  des N a h e k o m m e n s  dcr  K u r v e n  
besser  Ms die D a r s t e l l u n g  des f3bersehne idens .  I~hJ]2 wird  d a n n  
gleieh �89 e -2e. Diesen  ande rn  Grenzfa l l  erhi~lt n u n  LANDAU in 
se iner  n e u e n  Arbe i t  13) aueh,  j edoeh  auf  eine a n d e re ,  wio mi r  
s e h e i n t  weniger  i ibe r s i eh t l i che  Weise .  

Fig. 4a. 
t-(~#@Ebenc in der N~he yon t = 0 fiir nicht ko~zstante y/ und ct. 

Die Vor~usse~zung T (t) - -  k o n s t a n t ,  welche wir  zur  Ze ichnung  
tier F i g u r  4 a n n a h m e n ,  i s t  i ibr igens n l c h t  nSt, ig. Man  muss  n u r  
T (t) i m  benS t ig t en  Geb ie t  Ms i iberal l  yon  0 ve r sch iodene  ana ly -  
t i sche  F u n k t i o n e n  y o n  t a p p r o x i m i e r e n  k/)nnen. Ff i r  

t t 

f td t / (1  + t ~) und f dt/.v/1 + t 2 

wiihl t  m a n  A '  oder  F ' ,  s t a r t  A u n d  F als u n t e r e  Grenze (siehe 
Fig.  4a) u n d  b e s c h r e i b t  den Weg A ' - - B ' . . .  usw. ,  wi ihrend  fiir 

d r .  T( t )  - %/1 + t ~ 

de r  Mte Weg  A - - B  . . . .  welcher  j e t z t  de fo rmie r t  ist ,  g e n o m m e n  
wird .  

~:~) L. LA~t)AU. Sow. Phys. 2, 4~ (1932). Zu i~hnliehem lgesul~at ftir 
grosse ~2 komm~ aueh C. ZEN~ (Proe. Roy. So~. 137A, 696 (1932)) dureh eine 
g~t:tz verschiedene Betraehtungsweise. 

26 
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w 10.  D a s  A n s e h l u s s v e r f a h r e n  tier N i i h e r u n g s f u n k t i o n  f i ir  d e n  F a l l  I 

(~ a u f  d e r  r e e l l e n  A x e  i i b e r a l l  > 0). 

I m  Fal l  I t r e te  im  ganzen  reel len  Geschwindigke i t sbere ich  
auf der  reel len  Axe keine  U b e r s c h n e i d u n g  auf.  Es  wird  sich dann 
zeigen, dass die Gegend,  we  WoJ , = � 8 9  o - E 1 )  d . h .  we  I ~[ = V 
wird,  i ihnl iehe E igenseha f t en  hat,, wie die 0be r sehne idungss t e l lo  
im v o r h e r g e h e n d e n  P a r a g r a p h e n .  Das  ]st  ve r s tgnd l i eh ,  denn 
dor t  beg innen  die po ten t ]e l l en  E n e r g i e k u r v e n  fiir ~ = 0 (ent-  
spreehend  den Gr6ssen /~a 2 und  /~,z 2 in G1. (17) im w 7) sieh wesent-  
lieh yon den jen igen  m i t  a~-~ ~o (en t spreehend  den GrSssen %2 und  
vl ~ in GI. (17) w 7) zu un te r sehe iden .  Die  l e t z t g e n a n n t e n  K u r v e n  
(v0 a und  vl 2) haben  ngml i ch  dort  bere i ts  den nahezu  doppe l ten  
T e r m a b s t a n d  9. ~ / ~  + ~= ~ 2 @9.~f2 als die unges t6 r t en  K u r v e n .  
Ft i r  k le inere  Absti~nde, we  I~l > ~ wird,  wgehs t  der T e r m a b s t a n d  
wie 2 c~ u n d  fiir  gr6ssere Absti~nde der  A t o m e  (~--~ 0) Wird er  
kons t an t  = 2 W- Die po ten t ]e l len  E n e r g i e k u r v e n  ver l i e ren  also 
aueh in dieser  Gegend in be]den F a s s u n g e n  (v~ oder  ~i  Iden t i -  
fizierung) ih ren  Sinn. Das  Bild ghne l t  e twa  dem des vor igen  
Pa i ' agraphen ,  wenn  m a n  ~ und  d a m i t  6 sehr  gross w e r d e n  l~tsst, 
so dass die N e u m a n n - W i g n e r ' s e h e  D a r s t e l l u n g  des N a h e k o m m e n s  
vortei lhaf t .er  als die der  U b e r s e h n e i d u n g  wird .  Das b e d e u t e t  die am 
Sehluss yon  w 9 ill K l a m m e r n  e rwghn te  Idengif iz ierung dot  K u r v e n .  
])as Sehlnss resu l ta t  dieses P a r a g r a p h e n  wi rd  aueh dem des vo rhe r -  
gehenden  sehr  ghnl ieh (G1. (30)), wenn  m a n  a n n i m m t ,  dass 
und ,p ihre  Rol len  v e r t a u s e h t  haben.  Dies  zeigt  sieh sehon darJn,  
dass wir  die B e t r a e h t u n g  n i c h t  in der  doeh in roher  Weise r i ihnl iehen 
t -Ebene  durehf i ih ren  kSnnen ,  sondern von  vorne  here in  die ab -  
st i 'akte zu t rez iproke Grgsse z he ranz i ehen  mtissen. W i r  ver-  

wenden die l~'orm (23) de r  LSsung des w 8. Der  P u n k t  z ~ = (~ 

entsprieht,  dann  dem 0 r t  r = oo. Die P u n k t e  z j= i behandel l ;  
man  gleieh wie oben u n d  b e s t i m m t  die Uns t e t i gke i t s l i n i en :  

z 

arg  ~ i  ( z ) ' l / l + z  2 - d z  ~7c" Z =  YJ ; v =  - -  
•  ' 2 uZ' 9, 

Der  ]!'all I li~sst sieh a b e t  n i eh t  so a l lgemein  behandeln  wie Fal l  I I .  

Die Weehse lwi rkungsene rg ien  .71 h~ II  0~ - -  s ~ M " ~ (r) mtissen genaue r  
be t r aeh t e t  werden.  Die A n d e r u n g  der  E l e k t r o n e n k o n f i g u r a t i o n  
fiir r - - -  cO - v ~ o n ' ~ ) o  = Z0 n a e h  ~ = ;/i g ib t  uns das K r i t e r i u m  
far  den s t a t t g e h a b t e n  Stoss.  )/o b e d e u t e t  aber :  A t o m  I im Zu- 
s tand m, A t o m  I I  irn Z u s t a n d  n. )/1 in g le ieher  Weise :  A t o m  I i m  
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Z u s t a n d  m '  u n d  I I  in  n ' .  Die  W e c h s e l w i r k u n g s e n e r g i e  Wont ]gss t  
s ich d a n n  in  v ie len  F~] l en  ftir g rosse  D i s t a n z e n  n a c h  P o t e n z e n  
yon  1 / r  en twicke ln .  F i i r  be iderse i t s  n e u t r a l e  S y s t e m e  i s t  das  e r s te  
Gl ied 

d I " di ,  
,),3 

das  zwe i t e  Glied 

d I ' q H  + q I ' d H  

usw.,  w o r i n  d~, qi e tc .  das  m i t  d e m  l ) b e r g a n g  m m '  v e r b u n d e n e  
D i p o l m o m e n t  bzw. Q u a d r u p o l m o m e n t  des A t o m s  I b e d e u t e t  
u n d  e n t s p r e e h e n d  ffir A t o m  I I .  F t i r  be ide r se i t s  o p t i s e h  e r l au~ te  
U b e r g g n g e  wi rd  das  Gl ied  m i t  1/r  a ffir grosse  D i s t a n z e n  ausseh lag-  
g e b e n d  se in  usw. Dieses  I~esu l t a t  e r h g l t  m a n  d u r c h  k lass i sehe  
U b e r l e g u n g e n .  (N~heres  f iber die w e l l e n m e e h a n i s e h e  B e g r t i n d u n g  
f inde r  s ieh  in  der  e r s t e n  A r b e i t  v 0 n  M o u s e  u n d  d e m  Ver fasse r  6) 
im w 3.) W i t  b e s e h r g n k e n  uns  i m  f o l g e n d e n  auf  F u n k t i o n e n  e, 
we lehe  ffir  grosse r wie s �9 r (a+~) v e r l a u f e n ,  wo 2 ~> 2 ist .  

D a n n  ist ,  w e n n  

2 

u n d  W i m  Bere iehe  I z / < • k o n s t a n t  s ind  : 

1 

+  >lr 

o d e r  z' = - -  
2 + 1  

1 Z 1i ~ 1 

" z =  ( 2 + 1 )  " w a + l "  ~+i 
1 

E ) . +  1 

1 
Wir  s e t z e n  n = 1 + z 4 i  u n d  h a b e n :  

l 
1 

Z ( z ) =  ~ a+ l  1 �9 1 < n < 1.5. ~_ z ~  , 

(2 + 1) " e a+ 1 

U n t e r  dor  z -Ebene  mt i s sen  wir, d a n  eine n i c h t  g a n z e  Zah l  is% 
eine R i e m a n n ' s e h e  F l g e h e  v e r s t e h e n ,  we lehe  der  n e g a t i v e n  ree l len  
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Axe  e n t l a n g  a u f g e s c h n i t t e n  is t .  Die R i c h t u n g e n  de r  U n s t e t i g k e i t s -  
l in ien  b e s t i m m e n  sieh, w e n n  z = [z] . e ~ ,  z - -  (+ ~) = O "eiv, 

- ( -  i) - -  ~ - e ~  u n d  d z  = I d z l "  e ~ '  i s t , * )  
~OS : 

a r g  r 
z ~ + i  

= a r g [ ~ j z  ~ . ( z -  ( + i ) ) ~ . ( z - -  ( - - 4 ) )  ~ - - x  + m . 2 : ~  
§  

F i g .  5. 

z - (~h#) -Ebene  i n  d e r  N ~ h e  y o n  z - -  0 f f i r  ~f k o n s t ~ n t  u n d  ~ = e/r 2. D i e  z - E b e n e  
i s t  e i n e  i ~ i e m a n n ' s c h e  F l g e b e ,  w e l e h e  d e r  n e g ~ t i v e n  r ee l l en  A x e  e n t l a n g  ,~ufge- 

s e h n i t t e n  i s t .  

oder ,  w e n n  2 7 das  A r g u m e n t  w m  =~ i f  (vo--rl)  dr~2 b e d e u t e t :  
+ i  

).T + 7 9, = ~ z  + m  - 2 ~ ,  

w o 2  T = �89 (,p § y , - - 2 n ~  : j : ~ )  ist .**) 

W i r  s e t zen  l e s t  0 < ~v, ~, < 2 ~, u n d  a u f  d e m  n u l l t e n  B l a t t  der  
R i e m a n n ' s c h e n  F l~che  ~ < ~ < ~ .  F t i r  die A u s g a n g s r i c h t u n g e n  

*) S i ehe  A n m e r k u n g  a u f  S. 390.  
**) 2+ u m t  X_ i s t  n i e h t  m i t  d e m  E x p o n e n t e n  2 o t m e  I n d e x  in c~ s "  r ( a + l )  

zu  v e r w e e h s e l n .  
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r 7 ~  . 

i s t  ~ = ~-=~o zu w~thlen. Das  g i b t  ffir  ~o, da  ~o = Vo = ~ - l s t :  
ffir D+  u n d  C_ Sp r t i nge  (2_): 

l + S m + 2 n  
~o 6 ~" 

Das  Bi ld  fi ir  ~ . =  ; ~ ,  2 = 1  u n d  n = 1 . 5  i s t  in  F ig .  5 g e g e b e n :  

B e z e i e h n e t  m a n  Fo, f i i r  D+ Spr t lnge  u n d  m 1, m i t  

2 n - - 3  
~ o = 2 " n - -  a, u n d a  6 ~ > 0 

so i s t  a = 0 ffir n 1.5. Der  H a l b k r e i s  [z[ = 1 y o n  2 < 5 < 2 -  

g e n f i g t d e r  Gle ichung ,  d a d o r t ~ + V ~  2 §  
3 ~  

D a h e r  ~ + V 2 ~ +  ~ u n d  ~ _ = ~ +  &. D e r T a n g e n t e n w i n k e l  
3 ~  

i s t  a b e t  in  j e d e m  P u n k t e  ~ v ' =  U - -  5,  so dass  2 _ + ~ ' = ~ + g ~ r  

ist.  Die  K u r v e  2_ + ~v' = ~r, we C._ n n d  D+ s p r i n g e n  (I) g e h t  n a e h  
z - -  co m i t  der  a s y m p t o t i s e h e n  l ~ i e h t u n g  ~0~ ~r. Die K u r v e  
2+ + ~o' .n, we C'+ u n d  D_ s p r i n g e n ,  (II)  n g h o r t  s ieh  z = 0 
yon  de r  R i e h t u n g  5 ~  = ~ her.  YVir k S n n e n  also I sowohl  wie I I  
an  c ine r  Sfelte f ibe r sch re i t cn ,  we 

r 

"if ~'~ vl dr  
J 2 

z = i  

f iber al le  Grenzen  wt iehs t ,  were1 die P u n k t e  v 1 u n d  v o = 0 weir  
e n t f e r n t  s ind .  Die V e r h ~ l t n i s s e  u m  d e n  Punkt ,  i s ind spiegel-  
b i ld l ieh*)  wie sieh l e i e h t  n a e h w e i s e n  li~sst. Zu r  B e s t i m m u n g  de r  
S p r u n g k o n s t a n t e n  w ~ h l e n  wir  wie i m  v o r h e r g e h e n d e n  Fal l  den  
Weg  A - - B - - E - - F - - G - - H - - A * * ) .  

D a  uns  die IAisung ffir liff~ r =  co, d. h. f t i r  l im  z + 0 
i n t e r e s s i e r t ,  so wghlen  wir ,  n a e b  B e s t i m m u n g  der  S p r u n g k o n s t a n t e n  
den  W e g  A - - B - - E - - F  zum A n s e h l u s s v e r f a h r e n .  

Xs~ 05 ~.lq 1 u n d  2 > 1, 1 < n < 1,5, so t t nde r t  s ieh  das Bi ld  

n n r  wenig .  (Fig. 6). l ) e r  I I a l b k r e i s  wi rd  zu e iner  K u i ' v e  K~, die 
ve in  P u n k t e  i u n t e r  dora  Winke l  2 ~  a ( a =  ( 2 n - - 3 )  ~ n / 6 > 0 )  
ve r lgss t .  W i r  ze i ehnen  den  Kre i s  K~ f t i r  a = 0 arts Fig .  5 in  Fig.  6 
ein, u n d  e inen  Kre i s  K~, we lehe r  in  den  P u n k ~ e n  z = ~ i die 
g le iehen  T a n g e n r i e h t u n g e n  wie Kw (2 n -- a resp.  3 ~ -- a) ha t .  Be- 

*) Spiegelbi ldl ich in d e m  Sinne, class die K u r v e n  spiegelbi ldl ieh ver laufen ,  
a b e t  I u n d  I I  ihre ]3edeugnng ve r t ausch~  h a b e n ,  w e n n  l n a n  d e n  gezc iehne ten  
(Fig. 5) W e g  eln.schli~g$. 

**) I )e r  Ubers ieh t l i chke i t  ha lbe r  s ind die l~uehs taben  A ~ B . . . -  F in  
Fig.  5 nicht eingezeichnct ,  s o n d c r n  n u t  die Punk te  u n d  d e r  We 9 d u t c h  e inen 
geschlossenen gef ieder ten  Pfei l  (wie in F ig .  4). 
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z e i c h n e t  m a n  m i t  ~s~' u n d  q%' d i e  T a n g e n r i c h t u n g e n  d e r  K r e i s e  K~ 

n n d  K~ als F u n k t i o n  y o n  t~ (~->" ~ > - ~ ) ,  u n d  b e z e i c h n e t  m a n  

m i i  ~ '  d ie  R i c h t u n g ,  wie  s ie  s i c h  aus  2_ + ~ '  = 3 z~ e r ~ b t ,  so  i s t  : 
k - -  

u n d  

Fig. 6. 
z-(~/yJ)-Ebene in der :Ns yon z = 0 fiir ~ = e/r~+l, (2 ~ 1). Die z-Ebene ist. 
eine der negativen reellen Axe ent]ang gufgeschnittenc Riemann'sche Fliiche. 
in  dcr Fif~mr ist das nullte Blatt  ( - ~ ~ v ~ ~ § ~r) und ein Stfick des plus ersten 
Blat~es (§ ~ ~ ~ < 3 ~n) gczcichnet. Die schraffierte ]~'l~che stellt den Aufschnitt 

dar. 

D i e  w a h r c  K u r v e  K ~ ,  a u f  w e l c h e r  ~s' --  G%~:d 0, m u s s  a l so  z w i s c h e n  
K~ u n d  K~  l i e g e n ,  u n d  z w a r ,  d a  d e r  A b s o l u t w e r t  des  e r s t e n  A u s -  
d r u c k e s  f ibe ra l l  k l e i n e r  i s t  a ls  d e r  des  z w e i t e n ,  n a h e  be i  K~. D ie  
K u r v e  I ]~u f t  n a c h  wie  v o r  i n s  U n e n d l i c h e  m i t  c i n e r  A s y m p t o t e n -  
r i c h t u n g  qo~ ( n -  �89 D i e  K u r v e  I I  n ~ h e r t  s i eh  s p i r a l f 6 r m i g  
a u f  d e r  R i e m a n n ' s e h e n  F l ~ e h e  do ra  P u n k t o  z ~ 0 m i t  d e r  A s y m p -  
t o t e n r i c h t u n g  

~r ] g 

~ =  9, " ~  1 - - ( 2 §  . 
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Die Ausf t ihrung d e r  S p r u n g k o n s t a n t e n b e s t i m m u n g  u n d  des 
Anschlusses  geht  g c n a u  gleich wie im Fall  I I .  Man erh~ilt fiir 
I v]a]~ nach  der P h a s e n m i t t e l u n g  wieder :  

I ~ 1  ~ -  1 .  ~ - ' ~  (1 - ~-~) 

- - i  

wo u n t e r  e'  der  Abso lu twer t  der  Able i tung  y o n  :r an  der Stelte 
~2 : yj2 v e r s t a n d e n  ist, u n d  wo 

+ i  

/~/iA = I g ; 1 1 " V 1 -J- Z~" d ~ I 
Z i  Z 1 + 2+ I 

eine Zahl  der GrOssenordnung 1 ist. (Ffir 2 - -  1 be t rSgt  der W e r t  
8,41.) Wir  h ab en  also:  

Diese Formel  gi l t  nu r ,  wenn  im Bereiche, wo I~1~1~1 wird,  
reell u n d  nahezu  k o n s t a n t  i s t  d. h. wenn % = 0 weir en t f e rn t  

ist. Mit  A n n i i h e r u n g  gilt  (84) t iberall  wo I ~m~[ > I ~01" 
Wie, in  der E in l e i t ung  zu diesem P a r a g r a p h e n  bemerkt ,  en t -  

sp r ieh t  diese Gle iehung (30) abgesehen v o m  Z a h l e n f a k t o r  Ma 
genau  Gloiehung (29), wenn  m a n  die B e d e u t u n g e n  yon  :< u n d  w 
ve r t ausch t .  

w 11.  A b s e h f i t z u n f l  der  M a t r i x e l e m e n t e  [~i~J ]2 n a e h  d e m  S t f r u n g s -  

v e r f a h r e n .  

I s t  die Kopplung sehr schwach, so miisson die din'oh das An- 
schlussverfahrcn  e rmi t t e l t en  Ubergangswahrsche in l i chke i ten  I ~h a ] 2 
((29) im  w 9 u n d  (30) im w 10) in  die nach  der  StSrungstheor ie  
((14) w 6) e rmi t t e l t en  Wer te  t ibergehen.  

I m  Fal l  I k S n n e n  wit  diesen 0b~rgang  al lerdings nicht ver-  
folgen, da die i m w  10 gegebene Ab le i t ung  n n r  ftir den Fal l  gilt ,  
wo ] ~m~x I > I W I" i n  diescm Fal l  is t  aber  die K o p p l u n g  n ich t  
m c h r  schwach. 

I s t  I~l im ganzen  reellen Geschwindigkei tsbere ich  > I~~ so 
gi l t  auch,  wenigstens  ftir grosse J ;  n~herungswcise  

! 
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Beschri~nkt m~n sich wieder  auf  or ~ e �9 r -(~E ~) und  ist  Pa ~ Po, so 
g i l t  (14): 

Y{3+]) X?o:  ~, , 9, , ~po:: 

Ft i r  die F-Funkt . ionen  ve rwenden  wir (grosse J )  Stir l ings F o r m e l ,  
u n d  setzen fe rner  6) : 

4 x+ - Z' 2 q l  4 

\ \ ,z l /  
2 

c2 = r (Z) 
d a n n  wird : 

1 v [ ~2 ] ;'-1 j 
I ~ ] j l ~ = e l "  82"1~2a-2" j,d,~ e-~P~ J" ] - r  e 2" . (31) 

Po 

S e t z t  man  nun  ~ ...... = s .  po ~ ~ l / J a + l  

und ~'  = ~ + 1  ( 2 + , : ) p ~  I 

so wird : 

C j =  ~ } , , ,  ( 2 + 1 )  
Po ~ Po ~;,~ 

b u n t e r  u~  und  ~ sind i m m e r  dio Abso lu twer t e  vors tanden ,  m 
(odeute t  m~x.) 

Man ha t  also m i t  gu te r  Ann i ihe rung  fiir ] ~ I  ~ ] ~ t: 

+ + ]) i 
(3],~) 

[ Po ~m ] 

J e  kleiner  y~/~', u m s o  gr0sser wird  I ~1 P, wio es j~ auch LONDO~ 7) 
ver l~ngte .  
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Wir  bezeichnen j e t z t  ftir diesc Tei lwelle  J ,  wo 

~m = I~(',',n~.) I = V wird ,  
r~i,~ = p ~ "  d mi t  r o u n d  das J m i t  J . .  

Z u m  W e r t e  J = J . ,  gehSr t  also, de r  i m w  8 v o r g e n o m m e n e n  Zer- 

l egung  in sph~irisehe H a r m o n i s e h e  entsprechond,  diejenige Teil-  
welle, weleho einer  Anni therung  der  beiden A t o i n z e n t r e n  bis zu 
dem P u n k t e  en tspr ieh t ,  wo die S t6rungsenorg ie  g le ieh  der Reso-  
nanzunseh~r fo  wird.  

F i i r  die ] ~h a 12, wo J > J ~  ist  l a u t e t  in (31a) die eharak te r i s t -  
isehe E x p o n e n t i a l f u n k t i o n  : 

e x p [  ( 2 + 1 )  ~oc~ I 
[ Po a ;  j '  

wi~hrend sin ftir J < J ~ ,  wo e ~  > y~ ist, nach  (30) in w 10 l a u t e t :  

[ *fy~ ] cxp [ M~ , . 
~ 0  ~r 

Es s ieh t  also so aus, als ob abgesehen  yon den Zah len fak to ren  
M~ und  2 + 1, sich das beim Verk le ine rn  yon  J wachsendc  :~,,~ 
im Zhhler  imr  bis z u m  Wer te  ~,~ = ~ vergr6sser t  ( J  = d~)  und  
dann  k o n s t a n t  b le ibt ,  w~hrend das ~,f~ im Nenne r  we i t e r  wi~ehst. 
Dicse E r sche inung  kann  aueh auf  eine andere,  al lerdings sehr  
wenig  s t renge  Weise,  plausibel  g e m a e h t  werden :  

Idea l i s ie r t  man  ~, i ndem m a n  se tz t  :~ - -  ~.' �9 (% r) = ~' - x 
und  ~ =  0 ftir r > to, so ha~ m a n  in dcr  Gcgend r < %: 

P0 I~1 - -  : (7) 0 V l )  d x - c o s  T 

' S i n  r o T ~r d X " S i n  T 

plus e inem sehnell oszil t ierenden Tei l  m i t  

(32) 

8 i n  ~ I " 

is t  eine, (sieho w 10) hier  belanglosc P h a s e n k o n s t a n t e .  

F i i r  %/~v~ + ~'~ tg  1 ~ setzen wit' (siehe w 7) ~r ~ ' . x .  
~o 
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Die  Gle iehsetzung yon  : 

(VO - -  ~ 1 ) d  x = - -  ~12 x 2 v 7 r ~ +  " d x  
0 

~' ]//~" v,  ~ 
2 v x "  7 W  + x ~ 4 r e : '  

i s t  e r l aub t  bei Vernachl t tss igung loga r i t hmische r  Glieder.  

D a n n  wird 

~" " x d x - -  W~ t d t  

~ '  V V ~ '  
und  auf  Grund  y o n  (19) i m w  7:  

O0 [ ] ~p2 + log. GI. 

.of ] ~ l J I  2 =  ,f2 t d t  cos VJ 2 
4 v ~ '  + t  a sin ~ - t  ~ e  (33) 

Gr6ssenordnungsweise  t r i t t  also der  Exponent~v~v~, -auf ,  doeh 

wissen wi t  hier  n i eh t  an weleher  Stel le  (bei i f icht  k o n s t a n t e m  ~') 
c~' zu  nehmen  ist .  

End l i eh  sei, der  Vol l s tgnd igke i t  halber ,  noeh  das L a n d a u ' s e h e  s) 
M a t r i x e l e m e n t  erwtthnt .  Man e rhg l t  es aus (19a) und  (21), w e n n  
m a n  berf icksicht igt ,  dass ffir x = 0:y~ = y / - x  ist  we in (32) 
u i  s t a t t  v i und  ]*i s t a t t  vi zu set, zen ist, (die P h a s o n k o n s t a n t e  ist  
a l lerdings wegen dos Unte r seh iedes  zwisehen vi und  #~ yon  der-  
j en igen  des w 9 ve r sch ieden  ). 

x r 
f(~'O ~t l )dx= #]1 "x2 
o 

a n d  dass 

f oos [V ,  
~ d s i n [ 2 ~  x~ -da'= 

D a n n  ist  nach  Mitt.eilung fiber die Phase :  

- 4 # j  (%) (re)  ' ~' ( re )  - -  0 ( 3 4 )  

Diese  Auswerf.ung y o n  ]JANYJAL -8) is t  natf i r l ieh n u r  er laubt ,  w e n n  
I )21 Z l 2 << 1/4. l m  , , t{esonanzfal t"  d. h. sehr  kleines W' (re) u n d  
ifir  grosse ~2 rosp. kleine ~*a wird  daher  sein R e s u l t a t  ungfi l t ig .  
Die Formal  (a4) deek t  sieh (da ja  ffir  kleine 0~ u n d  grosse W' /z, = v, 
ist) m i t  ('29a). 



160 Stueckelberg's Selected Papers 

U n e l a s t i s c h e  S tSsse  z w i s e h e n  A t o m e n .  411 

w 12. Bestimmun~! des ~Virkungsquersehnittes im Fall  I 
(keine I~bersehneidun~l tier Kurven) .  

I m  Fa l l  I zerf i i l l t  d e r  W i r k u n g s q u e r s e h n i t t  i n  zwei Teile.  
W i r  e r s e t z e n  die S u m m a t i o n  ff_j J d u r c h  f J d J .  F i i r  J< < J~  

J 
�9 (wenn  J,~/pl  "~ round w e n n  a (%) = ~ is t )  g i l t  s icher  die F o r m e l  (30). 
F i i r  J --~ J ~  h a b e n  wi r  k e i n e n  g t i l t igen  A u s d r u c k ,  d a  ffir J ~ J , ,  
u n d  J >  J ~  s ich die U n s t e t i g k e i t s l i n i e n  y o n  v 1 = 0 u n d  y o n  z -5 i 
i m  E n d l i c h e n  t i be r schne iden .  Der  A u s d r u c k  l ieg t  a b e r  aus alle 
Fitlle in  d e r  g le ichen G r S s s e n o r d m m g .  F t i r  J >> Jm i s t  a b e r  s i cher  
die B o r n ' s c h e  6) (oder  London ' scheT) ,  d a  sie z u s a m m c n f a l l e n )  
N S h e r u n g  (31) ode r  (31a) gut .  V e r w e n d e n  wir  ( 3 0 ) u n d  (31a) 
bis zu J = J,~, so m a c h e n  wir  k e i n e n  grossen  Feh l e r .  

W i t  se t zen  d a h e r  (35) 

q = q< + q>, wo < > : J <  > J,,, b c d c u t e t .  (35) 

F i i r  d e n  Tel l  q< wol l en  wlr  n u r  den  Fa l l  , , gu te r "  R e s o n a n z  be-  
t r a c h t e n ,  d. h. wir  s e t z e n  a n  der  Ste l le  r 0 

ro = J,~ / p~;  (p~ = po e 8 M ~e" Woo (~'o) / h2) 

r0  2 ~ 7~12 ~ ~ ?;2 ~ ~2  n ro  2 , 

s o d a s s  v e ( J  = J~,~) = 0 a n  der  Stel le  r = %. 
F t i h r e n  wir  die GrSssen  

1 ~2 
z k = 3  

/ 1  J~ ' po 

ein*) u n d  dcf in ie ren  die F u n k t i o n  

so huber t  wi r :  

p,i~ ~-')" (8(3) 

Die F u n k t i o n / 1  (k) s t e i g t  fiir k < 1 wic 2 k an,  e r r e i c h t  bei  k -= 0,45 
ein f l aches  M a x i m u m  y o r e  W e r t e  0,22 u n d  n a h e r t  s ich  ftir grosse 
W e r t e  y o n  k der  F u n k t i o n  2 - e  k/k. 

*) D c r  F ~ k t o r  M z d e s  w 10, w e l c h e r  f i i r  ). = 2 d e n  W e r t  3,41 h a t ,  i s t  d e r  
E i n t u c h h e i t  h a l b e r  i m  f o l g e n d e n  i iberMl  --  3 gese t .z t .  
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J 
Fi i r  den Tel l  q> se tzen wir  z = ~ -  und  e rha t t en  aus (31): 

~o j . z  
oo d z ~ o  ~ m 

�9 2 - - 1 - - k  

Man sieht ,  dass ffir sehr  schlechtc  ~ e s o n a n z  

~2 )>1, 
p 0  2 (Z r 

q> fiberwiegt ,  da  in q> die E x p o n e n t i a l f u n k t i o n  mi~ der grossen 
Zahl  

mul t ip l i z i e r t  ist,  w~hrend  in q< die grosse Zahl  

\ P0" Po ~-' 
im N e n n o r  auf t r i t t* ) .  

E i n e  a l lgemeine  Diskussion wti rde  sehr weit l~ufig.  Wi r  
wol len  daher  dcn k o n k r c t c n  Fal l  ~ . -  e/r a, ). = 2 be t rach ten .  

Die  F u n k t i o n e n  f3 nnd  /4 seien def inier t  als 

oo 

/ ~ �9 ~ - ~ ~ =  - ;~ .  {e - ~  1~ L - - E i (  l~)]}; 
1 

oo _ u 

[ E i ( - k ) ] =  u d u  
k 

u n  d 
o o  

f dz kz k / ~ ( k ) =  z2 -e  = e -  - k [ - E i ( - k ) ] .  
1 

*} g>  ist  n i ch t s  a n d e r e s  ~ls der  v o n  MORSE und  dora Verfasser  6) be rechne te  
w 2 ~ gese tz t  w i r d .  Au[  den  K u r -  Que r sohn i t t ,  wenn  das  d o r t i g e  fl = J m  u n d  ~ = 

d e r  F i g  . . . .  D ,  ( ~ ) i l n  w  der  al~en Arbe i t ,  b e d e u , e ,  das ,  dass  m~n bei y e n  

z u n c h m c n d e r  Reson~nz  s ich gnf K n r v e n  mit. grSsserem fl begeben muss .  
A] le rd lngs  zeigt  die I~echnung,  dass  Jm fl l e i ch t  die G r S s s e n o r d n u n g  100 fiber- 
s te ig t .  Die  , ,Reson ,~nzkurven"  we rden  d a h e r  f lacher .  D~zu  t r i t t  ~ber noch  de r  
m i t  schSr fe re r  lgesonanz wachsende  W e r t  y o n  q< hinzu,  we leher  diesen Effck~ 
a u f h e b t  u n d  schliessl ich soga r  f iberwiegt .  
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D a n n  g i l t  : 
h (k) = h (~) --/~ (9, ,~) 

1 
�89 l ira h (k) = ~ lira/~ (k) - l i r a / 4  (k) = ~- 

k = m  k = m  k = o v  

/3 (0) = /4 (0) = 1 ;  l i m / ~ ( k ) = 2 k .  
k = 0  

Es ist, da  

. e  

A - t - l = 8 :  c 1 = 1 / 4 ;  c 2 = ~ / 4  (siehe (31)). 

4 1 3  

(37) 

oder aus (36), wenn p ~  ~ P0, und aus (87): 

[ ] q = ~,ro~. 9,/1 (k) + k~- [a (k) + ' 2 / c a " / 4  (k) (88) 

k =  ~v j ~  ~v~.e~ da r o =  ist. 
Po u P0 ' \ ~o / 

i n  Fig. 7 s ind der K l a m m e r a u s d r u c k  (ausgezogen) und  der  erste 
S u m m a n d  (gestriehelt)  gezeichnet .  Dicser  ers te  S u m m a n d ,  weleher  
ftir gu te  Resonanz  fiberwieg% s~ellt den Ante i l  q< dar,  wM~rend 
die Di f fe renz  zwischen der  ausgezogencn und  der  gest i ' ichel ten 
K u r v e  den An~eil q> bedeu te t .  Ft i r  k le ine  k ha t  m a n :  

q = ~ % 2 . 4  k (39) 
und  fiir  grosse  k: 

k ~. e - k  (40) q = ~ %2. 

Is~ 2 + 2, so gi l t  (89) i m m e r  noch,  w~thrend in (40) sich der  nume-  
2~ 

rische F a k t o r  ~ in S q" %a-~ verwandc l t ,  und  s t a t t  k 2, k ~ s teht .  
2 P k b e d e u t e t  dann  in (89): Ma~ /p,~,  und  in (40): (~+1)  yJ~/p~'. 

Die F o r m e l n  (29) nnd  (30) win 'den aus den LSsungcn  der 
Di f fe ren t ia lg le ichung  (18@ odor (20) und den Grenzbed ingungen  
(283) und  28b) erhal ten.  Dabe i  wurdc  vorausgesetzt , ,  dass r =  + 
reell oo e inem Punk te  t = -I- reell o~ fiir  Fa,ll I I ,  und  z = -~- reell 
0 im Fa l l  I en tspr ich t ,  der  wel t  yon der  Uns te t igke i t s l in ie ,  welche 
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+ i m i t  -- i v e r b i n d e t ,  u n d  w e l t  y o n  z (ode r  t) - -  =~= i l iegt .  W e i r  
h e i s s t  h i e r ,  dass  

r 

z ,  t ~  •  

eine g r o s s e  Zah l  i s t .  ] ) a s  i s t  i m m e r  d e r  Fal l ,  w e n n  v0 ~= Vl ffir  
r = oo is t ,  d. h .  w e n n  ~ + 0 i s t .  

Fig. 7. 
Die in GI. (36) vezwendete Funktion 2/1 (k) gestrichelt (--- ~--) mad die Summe 
in Gl. (38) [2 [1 (k) + k S " ]~ (k) + ~k a �9 ]4(k)/2] ausgezogen ( ) als Funktion 
yon k gezeichnet. Die Summe verl/~uft fiir sehr kleine k wie 4 k und fiir sehr grosse/~ 

wie ~k  S-exp(  k)/2. 

D a n n  gi l t  hi, m i l c h :  

r co  

f 
a Po Po z,t , •  0 

R b e d e u t e t  den  m a x i m a l e n  A b s t a n d ,  d. h .  u n s e r e  B e t r a c h t u n g o n  
b e z i e h e n  s i ch  alle a u f  l i ra  R = oo. 

F o r m e l  (39) g i l t  d a h o r  fiir be l i eb ig  k le ine  ~ u n d  d a m l t  ldeine k 
s o l a n g e  als  

lira ~v~ �9 R oo 
1,. ~ P o  
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W i r  b e z e i c h n e n  diesen Fa l l  f t i r  be l ieb ig  k le ine  y% als Grenz/all 
i m  G c g e n s a t z  z u m  im w 13 b e h u n d e l t e n  Resonanz[all. 

I m  Grenzfall gi l t  also 
3 3 1-- 

1 2 ~ "  ~o~ 1+~ . e  1+~ "*) 
l im q = Po" (2 + 1) 

F / / r  2 + 1 < 3 e r h a l t e n  w i t  be im  V e r s c h a r f e n  de r  I~esonanz  
be l ieb ig  grosse  W e r t e  yon  q. 

F/~r ~ + 1 = 3 (den b e t r a c h t e t e n  Fa l l )  s t r e b t  q e i n e m  fes t en  
G r e n z w e r t  zu. Der  G r e n z q u e r s c h n i t t  y o n  2 + 1 = 3 i s t  von  
g le icher  G r O s s e n o r d n u n g  wie die M a x i m a l q u e r s c h n i t t e  yon  2 + 1 > 8  
(siehe u n t e n  f t i r  ~ + 1 > 3). 

F / / r  X + 1 > 3 durehli~t~ft q be im  V e r k l e i n e r n  yon  ~ ein 
M a x i m u m .  D o r t  h a t  die (38) ana loge  K l a m m e r  [2 /1  + . . . ]  
die G r 6 s s e n o r d n u n g  1. Das  M a x i m u m  be t r i~g t  also e t w a  

(/max - -  Xr~o • 1.  
Diescs R e s u l t a t  gi l t  f t ir  al le  W e c h s e l w i r k u n g e n ,  wo 2 + 1 > 3. 
Die  Gr6ssen  roo(ko) u n d  k o s ind  b e s t i m m t  d u r c h  

dk  z 
k o h a t  ebenfa l l s  die G r O s s e n o r d n u n g  1, so dass  %0 s ieh grOssen- 
o r d n u n g s w e i s e  d u r e h  : 

W 2 
~' (too) = b e s t i m m t .  

P ~  

De r  G r e n z q u e r s e h n i t t  w i rd  h i e r  ~ 0. 

Allgemein gilt: 

Die Geschwind igke i t s abh~ tng igke i t  w i r d  n u t  d u r c h  den  
K l a m m e r a u s d r u c k  (Fig. 7, f i ir  ~ - -  2) gegeben ,  d a  r o d a n n  k o n s t a n t ,  

u n d  1~ p r o p o r t i o n a l  1 is t .  D e r  W. Q. e r r e i c h t  Mso ein M a x i m u m  
Po 

y o n  vr ro 2 f i i r  Po = Y~2/cc'(ro), u n d  fii]lt d a n n  wie 1/p o zu nu l l  ab.  
Die Gr6ssenordnung der Wirkungsquerschnitte e r r e i e h t  die de r  

g a s k i n e t i s e h e n  Q u e r s c h n i t t e  u n d  t i be r s t c ig t  sie sogar .  
Fig.  8 ( K u r v e  a) g ib t  e ine  , , R e s o n a n z k u r v e "  fiir d e n  F a l l :  

= 1 V o l t ,  W o  = ~  , 

M = 10 M~i. (e ~ E ] e k t r o n e n l a d u n g ,  a o B o h r ' s e h c r  K r e i s b a h n -  
rad ius ,  ;Y/H Masse  yon  A t o m g e w i c h t  1). 

*) An Stelle yon  12 s teht  s t r eng  g e n o m m e n  4 M~. 
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w 13. Der W i r k u n ! ] s q u e r s e h n i t t  i m  R e s o n a n z f a l l .  

D i e  A b l e i t u n g  d e r  G r S s s e n  I vh J ] e r f o l g t e  i n  d e n  w167 9 u n d  10 
i m m e r  u n t e r  d e r  A n n a h m e ,  d a s s  

l i m  ~ ( r ) .  r _ 
r c~ ~00 

i s t .  F t i r  ~o~ ~ 0 e r h u l t e n  w i r  d e m e n t s p r e c h e n d  e i n e  R e i h e  v e r -  

Fig. 8. 
Wirkungsquerschnitt~ fiir St6sse zweiter Art zwischcn Atomen in logarithmischer 
Skala: q in cm 2 gegen ~v  in Volt. Kurve a ist berechnet fiir sich nicht  iiberschnei- 
dende Fo~il t iatkul~en (Fall I) mir der WechseLvirkung WI -- (ea)2/r a. Kurve b 
fiir sich schneidende Potcntialkurven mit  Y/V ~wl0-s Volt cm -x und miV dcr 
~Vechselwirkungsenergie WII heA J/8 ~2 Mr ~ (A -- 1). :Die l~elativgeschwindig- 
kelt betr~gt in beiden F~tilen eln Elektron-Volt mid die rcduzierte ~Ia~se 10 real 

dic M~ssc yore Atomgewicht eins. 

s c h i e d e n e r  FS l l e  je  n a c h  d e m  G r e n z w e r t ,  d e m  yJ. r /p  o z u s t r e b L  
I i n  v o r h o r g e h e n d e n  1 ) a r a g r a p h c n  i s t  d c r  Grenz/all  ~ f - R  = c~ 
b c h a n d e l t .  

LONDON 7) b e t r a e h t e t  n o c h  d e n  I C e s o n a n z f ~ l l  i d e n t i s c h e r  
S y s t e m e :  V~ i d e n t i s c h - -  0. D a n n  z e r f a l l e n  d ie  g e k o p p e l t e n  Glei -  
c h u n g e n  (18n)  in  zwoi  u n g e k o p p e l ~ e ,  w e n n  m a n  d ie  F u n k t i o n e n  
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u o + u 1 u n d  u o - - u  1 e in f t i h r t .  Sc in  R c s u l t a t  i s t ,  w e n n  m a n  d ie  
P h a s e n k o n s t a n t e n  fl u n d  ), (G1. 27 w 9) b e n i i t z t  (da  i m  E n d l i e h e n  

k e i n e  O b e r s c h n e i d u n g  a u ~ t r e t e n  soll ,  i s t  d o r t  f = f ) :  

1 
[ "qlJl" = 4 " s i n '  (fl + V). (41) 

D i e s e  G l e i e h u n g  l~tsst, s i eh  a u c h  a l l g e m e i n e r  b e w e i s e n .  W i r  v e r -  
l a n g e n  n i c h t  d a s s  -F ~ d e n t i s e h  v e r s e h w i n d e ,  s o n d e r n  n u r  d a s s  

lira ~ = l i m  t = 0 
r ~  cr r ~ c o  

sei .  W i r  n e h m e n  z. B .  u n s e r e  G l e i c h u n g  (22) als  L 6 s u n g  y o n  (20),  

w o  wit" w i s s en ,  d a s s  c•  = c"  c x p  ( T  i 4 )  u n d  d •  = d e x p  (=7 i ~ )  

i s t .  D ie  u n t e r e  G r e n z e  d e r  ~ - I n t e g r a l e  se i  vi = 0 u n d  d ie  d e r  

t - I n t e g r a l e  t = 0. F i i r  k l e ine  t w w i r d  d a n n :  

( ) (/ ;) l i m u  o = ~ o  � 8 9  1 +  �89 ~p . . .  cos  % d r -  

r 

A u s  d e r  G l e i c h u n g  (21) er tf i i l t  m a n ,  d a  f i i r  

t = 0 :  l i m  ~ o - - % ~  1, l i m  f o - v l  2 .... + 1 i s t :  

(/ ;) l i m u l  = - -  Vo ~ - c -  (1 . . . ) c o s  % d r -  
r = o o  

1 ( /  4 )  + ~1- ~" d -  (1 + . . ) cos  v 1 d r - -  . 

B e o b a e h t e t  m a n  j e t z t ,  da s s  v o v 1 w i r d  f t i r  r = o% u n d  s e t z t  

t ~ O  t ~ O  

v o == 0 vl = 0 

so  f i n d e r  m a n  d u t c h  B e f r i e d i g e n  d e r  G r e n z b c d i n g u n g e n  ( 2 8 a ,  b ) :  

1 
I ~ l J l "  = 4 - s l n ~ -  

W e n n  ~0 i d e n t i s c h  0 w i r d ,  so  w i r d  /~o i d e n t i s c h  g l c i c h  /~1 u n d  n a e h  
G1. (27) T = fl q- y. 

27 
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I m  speziel len Fal l  V ia 0 und e = e/r ~ e r h i l t  m a n  fiir  

1 

F i r  grosse J wird  dies : :  e - -  4 J ,  (wie es auch  die Mat r izenauswer -  
t ung  g ib t )  so dass 

Z I  ~ i J  " g  q c o  12 
a 

n ieh t  konverg ie r t .  I m  Fa l le  2 >_ 1 konve rg i e r en  also die Wir-  
kungsque r schn i t t e  weder  im  Grenz/all (w 12) noch im  Resonanz- 
~all. Dass der  Resonanz/all  ~o R = 0 s ieh ganz anders  ~,erhi l t  
als din" Grenz/all ~oR = oo i s t  aueh  aus LONDON'S Arbe i t  ers ieht l ieh : 

Seine F u n k t i o n  re (bei uns in w 7 m i t  g bezeiehnet)  m a e h t  
be im ~lbergang  yon ~o R = m nach  ~o R = 0 einen Phasensprung .  

Ausser  zwischen i den t i s chen  S y s t e m e n ,  wird unseres  Erach-  
tens, nu r  de r  Grenzfall  ft ir  kleine V~ yon  B e d e u t u n g  sein, d. h. 
der  i m w  12 behande l te  Fa l l  

l i m ~ p R R =  o o .  
R ~ c o  

~oR=0 

w 14. Bes{immunfl des ~I/irkun.qsquersehnittes im Fall II  
0~bersebneidungsfail). 

I t i e r  m a e h e n  wir  wie LANDAU s) die A n n a h m e ,  dass, wenn  der  
Sehn i~ tpunk t  bei imagin~iren v liegt, die Ube rgangswahr sehe in l i eh -  
ke i ten  I r h j [  2 ve r sehwinden  im  Vergleieh zu  denen bei reellen.  F t i r  
sehr  kleine reelle S e h n i t t p u n k t g e s e h w i n d i g k e i t e n  

vj  ~ 0 ,  
T0 2 ~ :  

d. h. i i ir  J - - .  p~,r o = J , ,  w i r d e n  die L a n d a u ' s e h e n  ]~?ljI2>> 1/4. 
Unsere Me thode  (w 9) g i l t  zwar  ffir ganz  kleine v aueh  n ieh t  mehr ,  
aber  sie g i l t  doeh solange als 

9~ 2 r 

- - < f v o d r < p m ' ( r o  r , ~  
Y/ Pm ,,o = o 

Jedoeh  g e h t  unser  [~ l j ]  e nie i iber 1/4 h inaus .  Es is t  also auf a l e  
Fi~lle li~nger r ieh t ig  als L a n d a u s  Fo rme l .  F t i h r t  man  die F u n k t i o n  

0 
cin, und se t z t  

J2  j 2  
Z = 

P5 re'2 j~,, , 
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so i s t  der  W.  Q., wegen  (7), (10), (17) und  (29): 

q =Z~ro 2 . 2 \  i9o / "[z~ rg~ ] '  q ~ 0  ffir  p2m< O. (42) 

Die  F u n k t i o n / z  i s t  ffir k (( 1 gleieh 4 k/3, e r re i ch t  ~fir k - -  0,8 ein 
bre i tes  M a x i m u m  im  Wer te  -con 0,164, und g e h t  ffir grosse k wie 
1/2 k. Ffir  kleine k geh t  (42) in den L a n d a u ' s c h e n  Ausd ruek  
( L a n d a u ' s  F o r m e l  (27)) fiber. Der maximaIe W.  Q. im Falle i i  
hat also die Gr6ssenordnung yon Jrro 2, wo % den Radius der Uber- 
schneidungsstelle bedeutet. 

Wollen  wir  eine , , l~esonanzkurve"  ze ichncn u m  die GrSssen- 
verhfdtnisse  der  F~lle I und I I  verg le ichen  zu kSnnen,  so se tzen  
wir  

r o = 1 0  Sem,  M = 1 0 M ~ .  

Ffir ~f' setzen wi t  W~ �9 10 s, da  j a  ~o~ meis tens  sehon bei r = 2 bis 
3 A t o m m e s s e r n  (10 -s  era) e r re ieh t  sein dfirfte.  D a n n  kann m a n  q 
aus F o r m e l  (42) in i t  den q aus (38) vergle iehen.  Dieser  Vergle ieh  
i s t  in Fig.  6 durehgcff ihr t .  

Man s ieht  so~ort, dass der  Ubersehne idungs fa l l  (42~ nicht 
den Charak te r  eines , , lgesonanzvorganges"  ha t ,  da  der  W . Q .  
fiir  waehsende  Resonanzsehi~rfe nu r  wie 1/~o abfi~llt. Die  ex- 
pe r imen te l l en  Ergcbnisse  (eine Z u s a m m e n s t e l l u n g  f inder  s ieh bei 
I(A~mMANN und  LONDONS), neuere Messungen liegen v o r  yon  
ZEMANS~Y14)) zeigen aber  deu t l i eh  Resonanzeha rak t e r .  

Was  die Gr6ssenordnung anbet r i f f t ,  so ze ig t  Fig. 8, dass, 
en tgegen  L a n d a u ' s  Auffassung,  die W.  Q. in der  NiChe der R e s o n a n z  
ohne  S e h n i t t p u n k t  meis t  grSsser sind,  als d i e j en lgen  mi t  Sehn i t t -  
p u n k t .  Die e rs te ren  f ibersteigen sogar  die gask ine t i schen  W.Q.* )  

w 15. D i e  l o n i s a t i o n  y o n  E d e l g a s e n  d u r e h  A i k a l i o n e n .  

Der  Fal l  dor I Jbe r sehne ldnng  h a t  aber  noeh  eine andere  Be-  
deu tung .  WmZEL und  BEECK 4) erkl~ren ni~mlieh die Ve r suehe  
von  BEECI~ und  MOUZON 3) du reh  Llbersehneidung yon P o t e n t i a l -  
k u r v e n .  Die expe r imen te l l en  Ergebnisse  s ind kurz  fo lgende:  

Die Ion i sa t ion  eines Ede lgases  du tch  Stoss  pos i t iver  I onen  
steig~ bei einer Ionengesehwind igke iL  deren kinet isehe Ene rg i e  

~) M. W. ZEMANSKY, Phys. Rev. 3g, 933 (1930). 
*) Der W. Q. und Resonanzeharakter l~tsst sieh im [Fall II  dem ]Fall I an- 

nfilmrn, wenn m~n r o mit kleiner werdendem ~0r entspreehend waehsen l~sst. 
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erheblich fiber der Ionisationsenergie liegt, plOtzlieh stark an. 
Unterhalb dieser kinetischen Geschwindigkeit ist die beobachtete 
Ionisation yon kleinerer GrSssenordnung. Die gewOhnliche Ioni- 
sation dutch Stoss schwerer Teilchen kann,  wenigstens qualitativ, 
durch das Verfahren yon MoI~sE und STUECr:nLBERC~6) (w 4, Gleiehung 
(86) und Fig. 8 der betreffenden Arbeit) dargestellt werden. (In 
dem dortigen Bild ist die Figur fl = 10 zu wtthlenl) Von einem 
pl6tzliehen Einsatz kann dort nicht die Rede sein. Es muss sich 
abet hier um einen Stoss erster Art. handeln,  da die auftretenden 
langsamen Elektronen beobachtet werden. 

Wr:rZEL und BEEeK 4) erkliiren n u n  d e n  Vorgang durch ein 
Ubersehneiden der Potentialkurven yon K+ f A und K+ + A~. 
Allerdings e r~ thn t en  WEIZr-L und BEECK nicht, (lass es sieh 
dabei urn Bin Ubersctmeiden der Potentialkurve K+ k A und 
der, den versckiedenen reellen Geschwindigkeiten v des abgetrennten 
Elektrons im Unendlichen entsprechenden Sehar yon Potential- 
kurven K+ + A + handelt.  Ftir jede einzelile dieser unendlieh liahe 
beieinander liegenden Kurven  hat man aber einen andern Sehnitt- 
punkt  und  ein anderes Matrixelement. 

Dibses Problem im Komplexen durehzuffihren scheint hoff- 

nungslos. Ftir die Ngherungsmethode in (42) (/2(k) = 4 k) hat  
d Q~ 

man abet, wenn ~vv die Anzahl von Elektronenzusti~nden per 
dv ist : 

c~ 3 q = f dq~ 8~ ~ f p;,~ A,,"- dQ~ 
8 Vo~. ; - d ~  - . d ~ .  

Wir wissen aber, dass A~ 2 dd~ mit steigcnden v schnell abnimmt  

(siehe MORSE und STUECXELBERGS) p. 597), und ffir v == 0 seinen 

Maximalwert hat15). Wit  ersetzen daher das Integral Av 2 . - ~ -  dv 
dureh eine mittlere GrOsse A 2. Das heissg mit  anderen Worten wir 
ersetzen die unendliehe Sehar yon Potent ialkurven dutch eine 
mittlere Kurve,  welehe sehr nahe bei der Xurve, fttr v 0 liegt. 

0hne  auf die Diskussion, ob die Kurven  sieh sehneiden einzu- 
g.ehen (dariiber siehe (14)), wollen wit einmal annehmen, dass die 
Ubersehneidung eintritt .  Dann haben wir, wenn V o und %A, 
In Volt resp. A gemessen, die Koordinaten der 15bersehneidungs- 

is) E.  C. G. STUECKELBEI~O ~md P. M. MORSE, Phys .  I~ev. 36, 16 (1930). 
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stelle*) sind und wenn yJ~ in Volt per A gemcsscn ist und V die 
V o l t g e s c h w i n d i g k e i t  d e r  p o s i t i v e n  i o n e n  b e d e u t e t ,  s t a r t  (42), 

q 3, 78 • 10 -xT-  A2 . (V - Vo)~ 3 
Vv : ~  V 4 k "/2 (k) (48) 

�9 A 2 1 �9 ( V  - V 0 )  ~ 
k 4, 48 X 10  -2  "q)lz "~m" r20A 

m = M / I O  M H  . 

Fig. 9. 
Wirkva~gsquerschnit~ q fiir Ionisation yon Argon durch Kal ium-Ionen als Funkt ion  
yon (V--Vo)3/2/V in cm 2 mad %/Volt logarithmisch aufgetragen. (~o(zl Az= 23,8 
Volt/cmZ). Die geradc Linie liegt unter  45 ~ Die eingctragenen Punkte sind die 

Messpunkte yon 2qordmeyer. 

~N~OR][)IVII*~YER a) h a t  e b e n f a l l s  n e u c r e  M e s s u n g e n  a n  K + + A - ~  
K + + A ~ a n g e s t e l l t ,  d i e  die  R e s u l t a t e  y o n  BEECK u n d  MOUZON a) 
i m  G a n z e n  b e s t ~ i t i g e n ,  a b e r  a u f  h O h e r e  G e s c h w i n d i g k e i t e n  a u s -  
d e h n c n  (bis  1 0 0 0  V o l t ) .  Se i nc  M e s s p u n k t e  s i n d  i n  F i g .  9 m i b  
G l e i c h u n g  (43) l o g a r i t h m i s c h  v e r g l i c h e n .  F i i r  V o w u r d e  e in  s o l c h e r  
W c r t  gew~ihl t ,  d a s s  d ie  e r s t c n  P u n k t e  a u f  e i n e r  G e r a d c n  u n t e r  

*) Im  Diagramm der Potentiellen Energiekurven (Fig. 1). V 0 ist dann 
- -  E(ro)-E(~) auf dcr Kurve A 0, gemessen in Volt. 
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450 liegen (kleine k: 3/2(k)/4k = 1). Da M ~ 40 • 40/80 = 20 ist, 
ist m : 2: Daraus bes t immt sich 

A 2 
V o - 5 5 V o l t ;  , - - 0 , 4 2 A V o l t - L  

Y~v 

Die hSheren Messpunkte geben die Abweichung yon 3/2/4k 
gegen 1 an. Ffir 1000 Volt entspricht  diese Abweichung einem 
k-Werte yon der Gr6ssenordnung 0,02. Setzt man ~o~ = 16 Volt/1 A, 
so bes t immt  sich A 2 zu 0,67. Die gr0ssenordnungsweise Bestim- 
mung  yon k crgibt r o zu 1,5 A. 

Die Weizel-Beeck'sche Erkliirung seheint also auch quant i ta t iv  
richtige Ergebnisse zu liefern. Es w~re intcressant die Versuche 
zu hSheren Geschwlndigkeiten auszudehncn,  um das bei k = 1 
liegende Maximum zu bestirumen. ~Venn die Absch~tzung yon r o 
richtig ist so liegt dasselbe allerdings erst bei ca. 500000 Volt, 
sein Wer t  betr~tgt aber nur  ungef~hr das Doppelte yon dem bei 
1000 Volt. 

w 16. Z u s a m m e n f a s s u n g .  

Ein  dem W . K . B .  ~) Verfahren entsprechende Anschluss- 
methode der N;Aherungsfunktionen zweier gekoppelter Differential- 
gleichungen wird ausgearbeitet.  

Dieses Verfahren lasst sieh auf StSsse zweiter Art  zwisehen 
Atomen anwenden. Es sind zwei Fiille zu unterseheiden. Im  
Fall I (w 10) sehneiden sieh die far die elastisehe Bewegung verant-  
wortlich zu maehenden potentiellen Energiekurven in nul l ter  
N~herung nicht. In  Fall  I I  (w 9) sehneiden sie sieh bei reellen 
Gesehwindigkeiten. I n  gewissen F~llen darf das Anschlussver- 
fahren dureh das fibliehe StSrungsverfahren ersetzt werden (w 6 
und w 11). i 

Zur Best immung der Wirkungsquersehnit te  fiir StSsse zweiter 
Art  angewendet zeigt sieh, dass im ,Ganzen Fall I ffir diese Er- 
seheimmg verantwort l ieh zu maehen ist (w 14). Ffir St6sse zwisehen 
posit iven Ionen und  Atomen hingegen dfirfte der FM1 1I yon 
Bedeutung sein (15). 

Eine weitere Anwendungsm6gliehkei t  des besehriebenen 
Vers bieten die Pradissoziation und  eventuell die Vorg~tnge 
beim Zusammenstoss yon ~-Teilehen a nd  Atomkernen.  

Basel, Physikalische Anstal t  der Universitiit. 
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R e l a t ~ v i s t i s c h  i n v a r i a n t e  8 t 6 r u n g s t h e o r i e  
d e s  D i r a c s c h e n  E l e k t r o n s  

Io Teil: 5 treustrahlunf f  u n d  Bremsstrahl~tng 

V o n  E .  ~. G. S t u e c k e l b e r g  

(Mit 2 Figuren) 

~ . i n l e i t u n g  u n d  Z u s a m m e n f a s s u n g  

Die  t~bliche S tSrungs theor ie  de r  Q u a n t e n m e c h a n i k  ent-  
wickelt  d ie  LSsung des  ges tSr ten  P r o b l e m s  nach E igenfunk t ionen  
e ines  unges tSr ten  Sys t ems  und b e s t i m m t  die Abh~ng igke i t  der  
variabeln Entwicklungskoeffizienten yon der  Ze i t  durch  ein 
N~herungsverfahren.  

D e r  e las t isehe S to6  eines E l e k t r o n s  an e inem K e r n  (elektro-  
magnet i sches  Feld)  wi rd  dann ffir  hohe  Geschwind igke i t en  
durch die erste N~herung,  und se ine  A u s s t r a h l u n g  in e inem 
e lek t romagne t i sehen  F e l d e  durch die  zwei te  N h h e r u n g  gegeben,  
wenn als  nul l te  Ngherung  das freie  E l e k t r o n  b e t r a c h t e t  wird. 
Is t  das s tSrende F e l d  z. B. das jenige  e iner  L i eh twe l l e ,  so erh~l t  
man die K l e i n - N i s h i n a - F o r m e l  (K.-~q.-F.). I s t  es das  F e l d  eines  
Kernes~ so erh~lt  m a n  die F o r m e l  f i l r  die Bremss t r ah lung .  

F i i r  viele Zwecke i s t  es  nun vo r t e i l ha f t  d ie  du rch  Stgrungs= 
verfahren gewonnenen  A u s d r a c k e  f i i r  Bewegung  und Aus-  
s t rah lung  eines E l ek t rons  i nva r i an t  zu schre iben .  Dies  wird 
er re icht  durch  eine F o u r i e r e n t w i e k l u n g  der  v a r i a b l e n  Xoeffi-  
zienten nach  der Zei t .  Die  LSsung  schre ib t  s ich dann als  
v ie rd imens ionale  ]~ourierre ihe  mi t  konstanten Entwicklungs- 
koeffizienten, die durch  Ngherungsve r fah ren  b e s t i m m t  werden.  
Da Ze i t  und Raum in g le ieher  W e i s e  in die R e c h n u n g  ein-  
gehen,  s ind  die t~esul ta te  r e l a t i v i s t i s ch  i n v a r i a n t  und  man  
umgeht  z. B. dami t  das  P rob lem de r  L o r e n t z t r a n s f o r m a t i o n  in 
der Be rechnung  der  K . -N. -F .  ffir  beweg te  E l e k t r o n e n  aus der-  
jenigen ff i r  ruhende  (w 5)x). 

Die  B r e m s s t r a h l u n g  eines E l e k t r o n s  im be l i eb igen  e lekt ro-  
magne t i schen  Fe lde  k a n n  dnreh e ine  E ieh -  und L o r e n t z t r a n s -  
format ion aus der ve ra l lgeme ine r t en  K. -N. -F .  he rge l e i t e t  werden 
(w 3), wenn in deren Ab le i t ung  die  L i e h t e i ge ns c ha f t e n  (Licht-  



Relativistisch invariante Storungstheorie 175 

368 Annalen der Physik. 5. Folge. Band 21. 1934 

geschwindigkei t  u n d  Transversalit~tt) der Prim~trwellen nicht  
bent t tz t  werden. Das  ReslLltat s t immt  mi t  demjenigen yon 
B e t h e  und  H e i t l e r  und  yon S a u t e r  2) t iberein.  Fi i r  grol~e 
Geschwindigkei ten  des E lek t rons  k a n n  die Nicht t r~nsversal i t~t  
und  Unter l ichtgesehwindigkei t  vernachl~ssigt  werden 3) (w 6 und  
w 7). Die A n w e n d u n g  der Methode auf  das P r o b l e m  der Paar -  
e rzeugung sell in e inem zweiten Teile erfo]gen. 

w 1. D i o  W e l l o n g l e i e h u n g  

Die Wel lengle ichung schre iben  wir in der  Form*):  

[ ( ~ 1  ~ (x)]w(x) (1,1) L T ~ r , ~ j  + c +  v o .  

Hier  und  im folgenden bedeu ten  kleine Buchs t aben  a, b . . .  
We l tvek to ren  [z .B .  x=(x l , x~ ,xs , x~) ;  xt = i c t ]  mit  imagi- 

n&rem Zeitantei l .  (a, b) ist ihr  skalares  Produkt .  a = (aa,a v a3) 
s tel l t  den r&umliehen Ante i l  von a in e inem bes t immten 

Loren tzsys tem dar. ( a ,  b) ist das r&umliche skalare Produkt.  
Die  ree]le GrS•e a o ist  der dureh  die imagin&re E inhe i t  i 
dividierte  Ze i tan te i l  yon a. 7 is t  der aus den  hermiteischen 
D i r a e s e h e n  0 p e r a t o r e n  gebildete Wel tvektor :  

7 = ~ ~;~t~)- 
Seine Komponen ten  gentigen den Rela t ionen :  

(1 / + 

Ein  + bedeu te t  , ,hermiteisch konjugier t , .  
V ist  die Weehse lwirkungsenerg ie  yon E l e k t r o n  und  ]?eld 
(dividiert  dureh h o), wenn  die Fe ldenerg ie  e l imin ie r t  wird t) und  

t*c C ~ - i s f i  die reziproke Comptonwel lenlange.  (Es bedeutet  

die P l a n c k s c h e  K o n s t a n t e  dureh  2 ~r, t~ die E lek t ronenmasse  
u n d c  die Lichtgeschwindigkeit .)  ]3esehreiben wir in der iib- 
l ichen Weise n u r  den t r ansve r sa l en  F e l d a n t e i l  durch die 

/1 + 
Quan tene lek t rodynamik ,  so t re ten  dort  die Opera toren  Y'k und  
auf. Denk t  man  sich ap naeh  E i g e n f u n k t i o n e n  des Strahlungs-  
feldes u(NJ) entwiekelt ,  we 

>~ = ( N ~ . .  >~:.. ) 
die Gesamthe i t  der  P h o t o n e n z a h l e n  in  der durch  k numer ie r ten  

*) Vgl. z. B. bei P a u l i ,  tIandb, d. Physik XXIV Formel (II) S. 220. 
Die 9"t* der vorliegenden Rechnungen sind die 9"~ yon P a u l i  mit i 
multipliziert. 
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Lich twel len  dars te l l t ,  und  der  I n d e x  j ~lle Ver te i lungsmSgl ich-  
kei ten durchli~uft, so is t :  

0,3) ~p = ~ ~J (x) u (N~). 
J 

Die 0 p e r a t o r e n  sind def in ie r t  dureh :  

G" ~ (N,  . . . ,  N k , . . . )  = 1 / ~ .  ~ ( G  " ,  irk + 1 , . . . ) ,  

r + -  u ( N 1 . . . N ~ . . . )  = V N k +  1 - u ( N 1 . . .  , N , -  1 , . . . ) .  

Die F o u r i e r z e r l e g u n g  des t r ansve r sa len  Ante i t s  yon V l a u t e t  dann 
(1,4) Vt_k Vt+  = ~ . ~  Tk(ak, 7) [ F k  ei(~,~) + /-k+ e-~(k,~)]  . 

k 

Die S u m m a t i o n  i s t  nur  t iber  ein d re id imens iona l e s  Geb ie t  zu 
erstrecken~ da  immer  
(1,5) (k,k) = 0 ;  k o > 0 
gilt,  und f iber  zwei gegense i t ig  und zu k senkrechte  Po la r i -  
sa t ions r i eh tungen  a ~. E s  is t  also 
(1,6) (k, ~k) = 0 .  
W~hlen  wir  

(ak, qk) = 1 
und denken  uns die F o u r i e r z e r I e g u n g  in einem bes t immten  
L o r e n t z s y s t e m  durchgef i ih r t ,  so wi rd ,  wenn G do r t  einen 
r~umlichen Per iodizi t i~tsbereich und e d ie  e lek t r i sche  E l e m e n t a r -  
ladung bedeu te t :  
(1,7) T2 2 ~ e ~ 

Gkoc~ 
Der von L a d u n g e n  he r r t ih rende  Teil  k a n n  durch  

darges te l l t  werden.  ~ 
W i r d  die Summat ion  in demjen igen  L o r e n t z s y s t e m  aus- 

geft ihrt ,  wo d ieser  Ante i l  ein kuge l symmet r i sehes  F e l d  m i t  einem 
ska la ren  P o t e n t i a l  Z e f (r) 

k dars te l l t ,  so is t  a k ~  0,  aa = i u n d  

i Mk 4~Ze~ g ( - >  - ! k l )  

[ g ( I  = ~lim=o e-"~'f(r)[-~lsin[klrdr" 
o 

F i i r  ein Coulombfeld  wird f = g = 1. 
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w 2. D i e  S t S r u n g s t h e o r i e  

W i r  fassen die ]-~'ourierentwickhmgen der  F e l d e r  V t, V ~ + 
und V L als Vk, die Opera to ren  / ' k '  -F--+~ und 1 als P~ zu- 
sammen,  und definieren die Mat r ixe lemente  als:  

(2,1) Pk u(NJ) = ~ u (~Ti) Pklj 
i 

(z. B. ist  im Fal le  yon Vt: Pk = /~ ;  P,~J -~ VN~, wenn die 
Ver te i lung  N ~ sich Yon NJ durch die V e r m e h r u n g  der Licht-  
quan tenzah l  um 1 in k unterseheidet .  In  allen anderen  ~ t l l e n  
ist P~i2 = 0; V~ = Tk). 

Die  ~h;ellenfunktion ~p, als v ie rd imens ionale  Four ie r re ihe  
geschrieben,  lautet:  

(2,2) v ( x ,  N) = A,  = Z (x) u ( N J )  
J J 

f d l  bedeu te t  das vierfaehe,  t iber und  erstreckte Ii, 12, 14 

In tegra l .  . [ 'd - [  s ~  ist das Symbol  ffir  die In t eg ra t ion  fiber l~, 
le und  13. Definieren wir je tz t  die Opera toren :  

I H(l) = (l,Y) + C,  
(2,3) K(1) = - -  (l, 7) + C ,  

K (~) H (~) = H (~) K (Z) ---- n (Z) ---- (~, Z) + C~ 

und setzen (2,2) in die Wel lengle ichung (1,1), so gilt:  

X f dl4e~(~,~)u(NS) [H (1) AJ (1) 
(2,4) J 

k, i J 

Als nul l te  N~herung w~hlen wir die ungestSr ten  Eigenfunk-  
t ionen ( V =  0), deren  Entwicklungskoeff iz ienten  ft ir  jedes j 

(2,5) f d l ~ e ~ (~, ~) H (l) A J  (l) = 0 

gentigen mfissen. Die  AJ(l) sind Spinoren.  Die (2,5) er- 
fi i l lende Bedingung 

H (l) AJ (1) = 0 

en t spr ieh t  vier homogenen  Gle ichungen mi t  vier  Unbekannten.  
D a m i t  ihre D e t e r m i n a n t e  versehwindet ,  mug das in (2,3) definierte 
(2,6) R (l) ---- 0 
sein. I m  reellen 1 R a u m e  liegen diese Punk t e  au f  einem zwei- 
schal igen t type r ro ta t ionshyperbo lo id ,  en t sp reehend  den mSg- 
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l i chen  Z u s t ~ n d e n  p o s i t i v e r  und  n e g a t i v e r  E n e r g i e  des  D i r a c -  
e l ek t rons .  D i e  d r e i d i m e n s i o n a l e  M a n n i g f ~ l t i g k e i t  d e r  (2,6) 
e r f i i l l e n d e n  V e k t o r e n  de r  e inen  S c h a l e  sei m i t  1 beze ichne t .  
Dann geni~gt: 

(2,7) AJ (Z) = 1 B ,  (~ u R(/)  ' 

we lches  a u f  d e m  l ~ y p e r b o l o i d  s ingul&r ist ,  de r  B e d i n g u n g  (2,5), 

wenn  Bi(1)  e ine  f i i r  r e e l l e  l u n d  l o s i n g u l a r i t ~ t e n f r e l e  s t e t ige  
_ - O ~  

F u n k t i o n  ist ,  die a u f  d e r  e inen  H y p e r b o l o i d s c h a l e  l 4 - -  la(/) 
der  B e d i n g u n g  

(u,8) H e )  B q b  = o 

geni ig t  u n d  in  groi3er E n t f e r n u n g  d a v o n  g e n i i g e n d  s t a r k  ve r -  
s chwinde t* ) .  D a n n  k a n n  die I n t e g r a t i o n  t iber  d l  4 d u t c h  A u s -  
we ichen  in  d i e  k o m p l e x e  l , - E b e n e  a u s g e f t i h r t  werden**) :  

f d l  e~4~, A t ( l )  = B J  (b e ~ , x ,  
Io 

(2,7) e r f i i l l t  a l s o  (2,5). D i e  r ~ u m l i c h e  F o u r i e r e n t w i c k l u n g  l a u t e t  

(2,9) ~j  = f ~  ~,(;, ~) n~ (~) 

Die  T e i l c h e n z a h l  is t :  

-->" 1 . -> 

a n d  i s t  ( i m m e r  in n u l l t e r  N a h e r u n g )  se lbs tvers t i~ndl ich  e ine  
I n v a r i a n t e .  

F i i r  u n s e r e  P r o b l e m e  wi~hlen w i r  i n s b e s o n d e r e  e ine  so lche  
L 5 s u n g  n u l l t e r  N ~ h e r u n g ,  f i i r  we lche  die  AJ(l) f i i r  a l le  V e r -  
t e i l u n g e n j  N u l l  sind,  aul~er f i i r  e ine  b e s t i m m t e  L i c h t q u a n t e n -  
v e r t e i l u n g ,  we lche  d n r c h  den  I n d e x  ~ ~ 0 g e k e n n z e i c h n e t  sei. 
(2,4) w i r d  d a n n  in n u l l t e r  N ~ h e r n n g  (2,5) m i t  j = 0. 

GrSl3en e r s t e r  N&herung  s ind  d a n n  das  e r s t e  G l i e d  yon 
(2,4) s u m m i e r t  f iber  j ~: 0 ,  und  im  zwe i t en  G l i e d  d i e j en igen  
S u m m a n d e n ,  f i i r  we lehe  i = 0 ist. D i e  AJ ( j  =~: 0) w e r d e n  d a n n  
in e r s t e r  Ni~herung d u r c h  die b e k a n n t e n  A ~ b e s t i m m t ,  w e n n  

*) l bedeutet den Vierervektor mit den Komponenten 11~ l~, 1 a und 

. - - ) -  _ - - ~  V C  ~ "-->-~ 14 = l # l ) ~ i l  o (1) = 4-_ i + (1, l) . Je nach der Wahl des Vorzeichens 
durchlguft / die Gesamtheit yon ]~unkten (d. h. yon mSgliehen Zustiinden 
des Dirae Elektrons) positiver oder negativer Energie. 

**) Bei der Integration fiir positive Zeiten mut~ in der komplexen 
lo-Ebene der Punkt l o = 1 o im positiven Sinne umfahren werden, wenn / o 
~aositiv ist, and im negativen Sinne, wenn lo nega t iv i s t .  Bei der Um- 

hrung im umgekehrten 8inne gibt die Integration den Wef t  Null. 
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die Klammer  yon (2,4) gleich Null  gesetzt wird. Werden  die 
Opera toren  aus (2,3) verwendet ,  so ist in erster  N~herung:  

1 �9 K ( I ) ~  V k (2,11) A~(l) ~ R(z) Pk~o(a~,y) A~  -- k ) .  
g: 

Schreiben wir dies in der F o r m  (2,7), so ha t  das BJ(l) erster 
Ni~herung je tz t  eine S ingular i t~ t  auf  d e m u m  ein festes k ver- 
schobenen Hyperboloid R ( l -  k ) =  0. Die Koeffizienten der 
d re id imens iona len  Four ie ren twick lung  ~J werden daher  zeit- 
abh~ngig. Die Bedeutung  tier Formel  ('2,11) gibt  Fig. 1: 

__>_ 

Der reelle 1, /o-Raum ist  im Schni t t  la, l o gezeichnet. W i r  
be t rach ten  nu r  die yon der k t e n  ~;e l le  des Fe ldes  hervorgerufene 
StSrung. Die Gegend, in weleher die A ~ (l) wesentlieh yon Null  
versehieden sind, liegt wegen i2 (l) in (2,7) auf  dem ]=[yperboloid. 
Stel l t  die nu l l te  N~herung e in  Wel l enpake t  mi t  mi t t l e rem 

/o /3- Schnitt durch den (reellen) 
Energieimpulsraum. Die durch 
die k-te Fourierkomponente her- 
vorgerufene StSrung bildet in 
erster ~ h e r u n g  das Gebiet l ~ 
auf das Gebiet l J = l ~ + k ab. 
:Nut wenn lJ auf der Hyperbel 
lu ~ -- la 2 = C 2 liegt, tritt eine 

StSrung erster N~herung auf 

Fig. 1 

Impu l s  /o und  mit~lerer Ene rg i e  l~ dar, so ist A ~ nur  in  der 
Gegend /o yon Null  verschieden. D a n n  sagt (2,1l), dab AJ(/) 
n u r  in der Gegend l ----- D" = / o  + k von Null verschiedene W e r t e  an-  
n e h m e n  kann.  Wegen  R(/) in (2,11) ist aber dieser Wef t  unend l i eh  
viel grS$er, wenn U auch auf  dem t typerbolo id  liegt, als wenn 
dies nicht  der F a l l  ist. I s t  das St(irungsfeld im gezeichneten 
:Raum-Ze i t sys t em ein zeitl ich kons tantes  Fe ld ,  so liegt dieses, 
durch  die Gesamthe i t  aller k aus lO erzeugte, Gebiet lJ, wegen 

k 4 ----- 0, auf dem yon der, zu / paral lelen,  Hyperebene  durch lo 
m i t  dem t typerhyperbo lo ld  erzeugten I-Iyperkreis. Dem ent-  
spr icht  die elast ische S t reuung  des Elekt rons  (1~----lO). Sind die 
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k.Lichtvektoren, die wegen  (k, k ) =  0 p a r a l l e l  zu den  M a n t e l -  
l i n i en  des A s y m p t o t e n h y p e r k e g e l s  des H y p e r h y p e r b o l o i d s  sind, 
so l iegt  ke ine  de r  G e g e n d e n  l ~ + k a u f  d e m  H y p e r h y p e r b o l o i d .  
E i n e  W e e h s e l w i r k u n g  zwi schen  L i e h t  u n d  E l e k t r o n  t r i t t  a lso 
in e r s te r  N ~ h e r u n g  n ich t  auf.  

Die  zwe i t e  N h h e r u n g  e r h a l t e n  wi t  aus  d e r  e r s ten  in g l e i c h e r  
Weise ,  wie d ie  ers te  aus  d e r  zwei ten  e n t w i c k e l t  w u r d e :  

(~ ,1~)  A~(~) - 1 R(~) ~ Vp V~ Pp~ Pk~o ~ (l~ A~ (l~ 
p k  

(2,13) ~(l~ (~p'7) j~(1-p)(~'~')R(l-p) + (~ 

mi t  1 ~ = l - - k - - / o .  
Die  F ig .  2 s te l l t  die B e z i e h u n g e n  d e r  F o r m e l  (2,12) dar.  

Wie Fig. 1. Die dureh die k-te 
und s Fourierkomponente her- 
vorgerufene St6rung bildet das 
Gebiet 1 ~ auf das Gebiet 

1 j = 1 ~ + k + 2 
ab. Nur wenn l I auch auf der 
Ityperbel liegt, tritt eine StSrung 
zweiter N~herung aus Die Zwi 
schenzust~nde l i~ = l ~ + k und 
l" = l + /9  ]iegen dann nicht auf 
der ttyperbel.  (Die Symbole l i 
der Zwischenzusti~nde sind in die 

Figur  nicht eingetragen) 

Fig. 2 

A u c h  h i e r  i s t  AJ  (l) a u f  d e m  H y p e r h y p e r b o l o i d  u n e n d l i c h  
viel  grii•er a ls  in a n d e r e n  G e g e n d e n .  D i e  zwe i  W e g e  in der  

F i g .  2 e n t s p r e c h e n  de r  S u m m e  yon  zwei @l iede rn  im O p e r a t o r  ~ .  
D a s  t t e r a u s z i e h e n  de r  M a t r i z e n  t ier  P - 0 p e r a t o r e n  aus  de r  
S u m m e  is t  e r l a u b t ,  weil  i m m e r  P~ojqP~qo= P~j~.~Pp~o ist.  
D ie  S u m m a t i o n  t iber  i k~nn  in (2,12) w e g g e l a s s e n  w e r d e n ,  da  
f i i r  j edes  k n u r  ein M a t r i x e l e m e n t  Pk-~ e x i s t i e r t  

�9 . .  . . 3 ~  . 

Die  z m t a b h a n g l g e n  K o e f f i m e n t e n  d e r  d r eadnnens lon~ len  
F o u r i e r z e r l e g u n g  werden  ~us de r  B e z i e h u n g  

(2,14) BJ tl; x,) 
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durch Verlegen des In tegra t ionsweges  ins Komplexe erhalten*). 
/ D i e  Bez iehung  (2,14) auf  A ~ angewandt ,  gibt trivialerweise 
Bo(~; x~) = B~ 

Aus (2,12) folgt: 

(2,15) B5 (-l;_l~Ze~) = X Vk gp Pkj~ Pvio 1 -- s4 ei ..... ~d_l, (-l~ B~ (-I~ 
kp 

mit  
(2,16) s4 ---- 14 --  (~o + k4 + P4)- 

Die zeitabhi~ngige Tei lchenzahl  im Zus tande  j wird 

_ ~ f  (2~)" r d ~ 3  B J (/; x4)y4 BJ(_l;x,). 

w 3. D i e  L i c h t s t r e u u n g  a m  f r e i e n  T e i l c h e n  

(verallgemeinerte K.-N.-F.) 
Als Ver te i lungsfunkt ion nul l ter  Ni~herung wird 

N O ~ ( 0 0 0 . . . 0 ,  -Nk, 0 . . )  
gew~hlt und  die zu 

N J ~ = ( 0 0 0 . . . 0 ,  1 , 0 . . 0 ,  N ~ - - 1 ,  0 . . . )  
gehSrige Teilehenzahl  bestimmt.  Den  Zwisehenzust~nden eat-  
spreehen 

N ~ ( o o o . o ,  N~--1 ,o . . )  und (000. .O,1 , 0 . .0 ,  Nk, 0..). 
In  (2,15) werden k und - - p  ~..m Lichtvektoren.  Dies ist die 
einzige mSgliche StSrung, wenn Ubergiinge zu Zustiinden auf  der 
anderen Hyperhyperboloidschale  nicht  berficksichtigt werden. 
[Zusti~nde negat iver  Energ ie  werden yon solchen posit iver Energie  
aus erreicht,  wenn -- k und  -- p L ich tvek toren  sind. Dem Vor- 
gang entspr icht  in der D i r  a c  schen Theorie des positiven 
Elektrons  die Rekombina t ionss t rah lung  (Aussendung yon zwei 
Lichtquanten)  yon posit iven und negat iven  Elektronen,  wenn 
ein unbese tz ter  Zustand negat iver  Energ ie  als positives Elekt ron 
bet rachte t  wird.] Die Matr izen X~ Psso  werden gleich ] / ~ .  

An  Stelle yon p schreiben wir --  m, so dab k und  m Lmht-  
vektoren s ind:  (re, m ) =  (k ,k )= 0; m s und  k o > 0. Dem ,,An- 

rr ~ fan~szustand entsprieht  dann  dasVorhandense in  yon N~ Quanten 

in der k ten  Lichtwelle, welche eine St romdichte  in Rich tung  k 
yon N~c/G-Liehtquanten der  F r e q u e n z  v ~  k o c erzeugen. 
Dem , ,Endzustande"  entspr icht  das Vorhandense in  yon N ~ - - 1  
Quanten in k und einem Quant  in m. Die Summat ion  fiber k 
und p bzw. m in (2,15) f~llt  daher  weg. F ragen  wir nach der 

*) Vgl. zweite Anmerkung auf S. 371. 
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Tei lchenzahl ,  welche dem Auf t r e t en  eines L i c h t q u a n t s  be s t immte r  
Po l a r i s a t i on  a '~' im ]~aumwinkel  d e% entspr icht ,  so is t  nJ-, (x 4) 
aus (2,17) i iber  a l le  in d c o  l i egenden  m zu summieren .  D iese r  
S u m m a t i o n  en t sp r i ch t  die I n t e g r a t i o n  i i b e r ( 2 ~ ) - a  G 2 m o d m  o d ~ o .  

E r s e t z t  man  noeh zuers t  d m  o du tch  ds~ und dann  d ~  a durch  -+ 
d l ~ a, wobei  die F u n k t i o n a l d e t e r m i n a n t e n  

(3,1) dmo_ __ ~o mo 
ds, 0 ~ m) 

nnd (~us l = 1 0 +  k - - m  bei  fes tem k nnd mo) 

(3,2) __ d-/~- a ~ (~o, m) 
d l ~ / ~ (1, m) 

~uf t re ten  und in tegr ie r t ,  so e rhMt  m a n  wegen der  I n t eg ra t i on  
i iber  den ]~esonanznenner  Is412 ein l ineares  Anwachsen  der  
Te i l chenzah l  mi t  de r  Ze i t  x 4. Die  Z una hme  d ieser  GrSl3e in 
der Ze i t e inhe i t  real  de r  Energ ie  h e m  o des e inzelnen Quantes  
ist  a b e r  der  in den  Raumwinke l  d c o  ges t reu te  E ne rg i e s t rom J ~  
der F r e q u e n z  % ~ m 0 c. Durch  E inse t zen  der  GrSBen T k und T 
und der  Ene rg i e s t romd ich t e  

(3,3) S~ _ A~hc ~ko 
G 

erh~l t  man  die K . -N . -F .  in de r  i ib l ichen F o r m .  

(3,4) J'* d a~ = d c o  . S k n o �9 e 4 . m s C ~ (74s  12) 

2~ ~ c* 2k~ lol(l , m)[ 
Der  i ibers t r iehene  Opera to r  s te l l t  dessen E r w a r t u n g s w e r t  im 
unges tSr ten  Z u s t a n d e  dar  [vgl. un ten  F o r m e l  (3,5) und w 4~. 
(3,4) folgt  d i rekt  arts (2,15) nnd de r  dazu  ad jung ie r t en  Gle ichung 
f i i r  B i +  (~; x,), (2,16) und (2,17) u n t e r  Verwendung  yon (3,1), 
(3,2) und  den ] )e f in i t ionen  (1,7) und  (3,3). n o i s t  die Tei lchen-  
zahl  im Anfangszus t ande  gemgl3 (2,10). 

I n  der  zu (2,15) ad jung ie r t en  Gle ichung  wurde die  
Def in i t ion  A(1) + bzw. B(l )  + verwendet .  Die  Di raeg le ichung  
in de r  F o r m  (1,1) be s t immt  eine vierkomloonent ige We l l e n -  
funkt ion  (Spinor) ~p, deren  ad jnng i e r t e  ~p+ durch  

~P+ = V ~* 74 
def in ie r t  ist. ya* is t  eine v ie rkomponen t ige  F u n k t i o n ,  deren  
K o m p o n e n t e n  kon jug ie r t  komplex  zu denen yon ~p sind. D a n n  
gi l t  na t i i r l ich  auch f i i r  den Sp ino r  B 

B + =  B ' 7 4 ;  B * = - - B  + 7 4 .  
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I n  de r  zu (2,15) ad jung ie r t en  Gle i chung  t r i t t  ( ~  B~ + auf, wo 
der  O p e r a t o r  ~ (2,13) e ine  v i e rd imens iona le  qu~dra t i sche  Mat r ix  
bedeu te t .  Es  is t  dann  also*): 

(P- B~ + = (P- B~ * ~,, = B~ P-+ Y~ = - -  B~ + Y4 L)+ 74. 
I m  A u s d r u c k  fi ir  d ie  Te i l chenzah l  e rschein t  d a n n  der  E r -  
war tungswer t  des Ope ra to r s  74 2 +  ~c2 in nu l l t e r  N~herung:  

Diese r  E r w a r t u n g s w e r t ,  welcher  in  a l ien  P rob le inen  auft r i t t ,  
i s t  im fo lgenden P a r a g r a p h e n  ansgerechne t .  

Es  sei noch bemerk t ,  dal3 die  vo rkom me nde n  Zwischen-  
zusti~nde nicht mit  den jen igen  be i  W a i l e r  ~) t ibere ins t immen.  
F i i r  d ie  R i i ckw~r t s s t r euung  z. B. s ind  die Be i t r~ge ,  welche 
die Zwischenzus t~nde  i~ und i~ a l l e in  geben wii rden,  ihrem Be-  
t r~ge nach  be inahe  gleich.  I h r e  P h a s e  is t  abe r  be inahe  um 
verschieden .  Ih re  Superpos i t ion  e rg ib t  d~rum e inen  Bet rag ,  
we lcher  yon k le ine re r  GrSl3enordnung is t  als  die  Betr~ige der  
e inze lnen  Beitri ige.  

Aus  sp~ter  e rs ich t l i chen  Gr i i nden  wollen wi t  eine zweite 
A b l e i t u n g  der  K . -N. -F .  geben. Diese  mehr  ko r re spondenz-  
mi~Bige Ab le i t ung  besch re ib t  die P r im~rwel l e  k au f  k lass ische 
W e i s e  durch  ein e l ek t romagne t i s ches  F e l d  der  A r t  (1,8) 
(3,6) W = M~(a k, 7) 2 cos(k ,  x). 
Als  A n f a n g s z u s t a n d  w~hlen wir  N ~  ( 0 , 0 , . . . 0 ) ,  d . h .  es s ind 
ke ine  L ich tc luan ten  vorhanden .  U n t e r  E inwi rkung  der  StSr tmg W 
werden  d a n n  L i c h t q u a n t e n  emi t t i e r t .  

Die  Rechnung  geh t  ganz a n a l o g  der  oben a n g e f i i h r t e n  
q u a n t e n e l e k t r o d y n a m i s c h e n  Behand lung .  A n  S te l l e  yon ] /~ZTk 
stehfi i ibe ra l l  M k. Die  StSrung W is t  die W e c h s e l w i r k u n g  
zwischen dem E l e k t r o n  und e iner  e l ek t rom~gne t i schen  Wel le  
mi t  dem Vie re rvek to rpo ten t i a l :  

(3,7) a~__ 2 h c  Mka~ cos (k,x) .  
e 

B e r e e h n e n  wir j e t z t  d ie  Anzuhl  L i c h t q u a n t e n ,  welche un te r  
E i n w i r k u n g  dieses P o t e n t i a l s  in den  R a u m w i n k e l  do~. ges t reut  
werden,  so erha l ten  wir  s ta t t  (3,5) 

~,~ $~ + . Q  
(3,8) J'~ d~.~ ~ n o 2 e ~ mo dco M~ 8 ~  

�9 ) Das Zeichen + bedeutet bei elnem Operator ,,hermiteisch kon- 
jugiert" und bei einem Spinor ,,adjungiert". 
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W i r  wol len  diese F o r m  der K. -N.-F . ,  in we lche r  rech ts  die  
A m p l i t u d e  der Pr im5rwe l l e  und  n i c h t  die Energies t romdichte  
steht ,  d ie  verallgemeinerte K . - N . - F .  nennen.  D e r  ze i t l iche  
l~Iit telwert der  E n e r g i e s t r o m d i c h t e  de r  P r im~rwe l l e  be t r~gt :  

(3,9) Sk - -  - -  l k~ 2~r e ~ 

[ - ~ , ~ ]  b e d e u t e t  das  V e k t o r p r o d u k t  yon ~ u n d - b  ~. 

1st k e ine  Lichtwel le  ((k, k) = (a ~, k) = O) und  w i rd  (a ~, a ~) = 1 
gesetzt ,  so gil~ 

2 2 ~  e 2 S ~ __ S k  e 2 4 ~  C 2 

(3,10) M~ -- ~2 c3k~ 2 ~c ~ cko~ 

W i r d  d ieser  Ausd ruck  in die ve ra l ]gemeine r t e  K . -N. -F .  ein-  
gesetz t ,  so :folgt w iede r  (3,4). ~ a n  e rkenn t ,  dab  (3,8) e ine  
a l lgemeinere  F o r m  der  K.-N.-F.  i s t ,  welehe e r s t  durch  die 
f i i r  L i e h t  giiltige Bez iehung  (3,10) zwisehen S ~ und  M~ in die  
gewShnl iche F o r m  de r  K. -N.-F .  (3,4) i ibergeht .  

w 4. D e r  : E r w a r t u n g s w e r t  y o n  74 J ~ +  Sd 

A u s  der  Ver tausehungs re ]a t ion  (1,2) folgen sofor t  die ]~e- 
z iehungen 

(a, 7) (b, 7) -t- (b, 7) ( a ,  7 )  ---- - -  2 ( a ,  b), 
(4,1) K (1) (a, 7) ---- (a, r) H (l) A- 2 (a, l), 

(a, r) K (l) = H (l) (a, y) + 2 (a, l) 
.4- und aus  de r  Bez iehung 7 ,  = - -  Y, in  (1,2) 

K(l)74 = 74K( l )  +, 
(4,2) (a, 7) 7~ 7~ (a, 7)+- 

F e r n e r  is t  immer,  wegen (2,8) 
(4,3) H (~o) B o (~o) = B o (~o~+ H (~0) = 0 .  

Bi lde t  m a n  den zu (2,13) he rmi te t i sch  kon jug ie r t en  Ope ra to r  s 
so h a t  d ieser  am E n d e  K ( l )  + s tehen.  Nun is t  abe r  wegen (1,2) 
und well  l 4 imagin~r  i s t  

K(1) + = H ( l ) -  2l,~y 4 . 

Sehre ib t  man  j e t z t  Z4 ~ +  ~ und ber t i eks ich t ig t  die l e t z te  
G1.(2,3) und  dab / ~ ( l ) ~  0 is t ,  so kann  m a n  un te r  Ve r -  
wendung  yon (4,2) das  in der  , ,Mitte" s tehende  9% an den 
Anfang  ziehen, und erhMt:  

Annalen der Physik. 5. l~olge. 21. 2 5  
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[ } 7 4  P-+ P- = 

(4,4)1 4 (  R(~o_  m) + R ( /  + mi - - ]  
! I K(1){ fak' ~')K(-lo-m)(~rm'7).l~(-I ~ -]- (q%7) K(l'bm)(ak' ~ ' ) ~ - i  +m) }" 

(4,4) wird  mi t  Hi l fe  de r  :Rela t ionen (4,1) umgeformt .  Dabe i  
k S n n e n  solche Gl ieder ,  bei  we lchen  H ( l  ~ als e r s t e r  oder  l e t z t e r  
F a k t 0 r  s teht ,  wegen  (4,3) wegge lassen  werden .  F e r n e r  is t  
R ( l )  ~ 0 zu ber i icks ich t igen .  Z u r  V e r e i n f a c h u n g  werde noch  
a n g e n o m m e n ,  dab  ge l te :  

(4,5) (m, m)  = (m, a ~) = 0 ;  ( ~ ,  a ' )  = 1 .  

F i i r  die Yrim~trwelle k wollen w i t  diese Einsehr i~nkung n@ht 
maeh en .  D u r c h  die U m f o r m u n g  k a n n  mweicht werden,  dab  de r  
O p e r a t o r  sehl ieBlich die 7t, n u r  n o c h  in e r s t e r  P o t e n z  enthi~lt. 

H a t  das W e l l e n p a k e t  n u l l t e r  O r d n u n g  groBe L i n e a r -  

a u s d e h n u n g e n  u n d  d a h e r  e inen  scha r fen  de f in ie r t en  I m p u l s  l ~ 
und  eine seha r f  def in ier te  E n e r g i e  l~, so wird  de r  E r w a r t u n g s -  
wer t  yon 7~ (t L = l ,  2, 3) 

l o c 74 = 1, 

wo v die Gesehwind igke i t  des  ~Tel lenpake tes  im gew~hl ten  
L o r e n t z s y s t e m  ist.  Man  e rhMt  so den Ausd ruek :  

lo ~ +  -(2 
r4 

1 

+ 2 ('~, z~ (~', z) {2 (~, zo)(~ ~, z) + ~ ( ~ ,  ~)  (~, k) --(,~, .~)(,~, k) } 
(m, z o) (m, ~) 

(~ ' ,  ~o) 

- 2 ( ~ '  t) (m, z) (~"~' ~ k ) ( ~ '  2 ~ ~  k) + ~ (o~ ,  -~)'~ 

{(~, ~ )  (.~,~)~ - ~ (~,~)(~,k)(~,~) + (~,.~)~(~, ~)}- 
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Dabe i  w u r d e  1 s t a t t  l gesch r i eben .  F o l g e n d e  B e z i e h u n g e n  
w u r d e n  g e b r a u c h t  

l ~  = l + m ,  

R (1 + m) = 2 (l, m) ,  

(4J) R (1 o -  m) - -  - 2 (l o, m) ,  

(1, ml = (l~ k) + �89 (k, k) ,  

fro, m) = (1, k) - �89 [k, k). 

Auch  h i e r  u n d  im f o t g e n d e n  w 5 i s t  u n t e r  l i m m e r  I v e r s t a n d e n .  
Die r ech t e  Sei te  yon  (4,6) i s t  s e l b s t v e r s t g n d l i c h  l o r e n t z i n v a r i a n t ,  
da  n u t  sk a l a r e  P r o d u k t e  yon  W e l t v e k t o r e n  au f t r e t en .  Sie muB 
auch  e i c h i n v a r i a n t  s e in ,  d . h .  g e g e n i i b e r  j e d e r  d e r  b e i d e n  
S u b s t i t u t i o n e n  

a ~ ~  a ~ + c o n s t - k  
u I l d  

O " ~ ' 0  = O -qr* + C O ~ S ~  �9 ' ~  

i n v a r i a n t  sein.  Diese  l e t z t e  I n v a r i a n z e i g e n s c h a f t  b i e t e t  e ine  
Kon t ro l l e  zu r  V e r m e i d u n g  yon l~echen feh l e rn  in  de r  A u s r e c h -  
h u n g  yon  (4,6). 

w 5. D i e  K l e i n - N i s h i n a - F o r m e l  f i ir  b e w e g t e  ~ . l e k t r o n e n  

F i i h r e n  wir  im A n s c h l u B  an  P a u l i  die  A b k t i r z u n g e n  

u n d  e n t s p r e e h e n d  D,~ ein,  so e rhg l t  m a n  die K . - N . - F .  f t i r  e in  

mi t  der  G e s e h w i n d i g k e i t  v bewegtes  N l ek t ron ,  w e n n  t iber  die  
P o l a r i s a t i o n s r i c h t u n g e n  o -k g e m i t t e l t  u n d  fiber o -'~ s u m m i e r t  
wird, a m  e i n f a e h s t e n  a u f  t01gende W e i s e :  

W i r  e i chen  ~-k u n d  ~-" so, dab  (o -z, l ~ ~, l ~)= 0 i s t  
( T r a n s v e r s a l i d i t ~ t  i m  t l u h s y s t e m  des E lek t rons ) .  F e r n e r  ist; 
(k, k) = (~e, k) = 0;  ( ~ ,  ~k) = 1. D a n n  v e r s e h w i n d e n  die  e r s ten  
f t in f  G l i e d e r  yon  (4,5). D a s  le tz te  G l i ed  wird  wegen  der  e r s ten  
u n d  letzl~en B e z i e h u n g  (4,7) u n d  wei l  

(lO, m) = - lo ~ m o D 
ist :  

v~ D= v~ D~ 2 .  
~,,, Dk + v,,, D~ 

25* 
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Das zweit le tzte  Gl ied wird im ges t r ichenen  Loren tzsys tem,  wo 
das  E lek t ron  ruh t  

2 (k'+' ~ ) ~  --  2 cos ~ ,~'. 

Dieses  l~Bt s ich aber  le ieht  t rans formieren ,  da  

ko m~ (k, zo) tm, z ~ Zo o mo z )~  ko Jgk " 
]Die K.-N.-F.  l au t e t  daher  

(5,1) " 1~ ~''~,~- DkD~ + ~,~D~7'k Dk 2 sin e 0 ~'} 
m i t  

E ~ is t  die Energ ie  des E lek t rons  vor  dem Streuprozel3. 
Diese  F o r m e l  s t immt  mi t  der  mi t te ls  e iner  Lo ren t z t r ans fo rma t ion  
e rha l tenen  F o r m e l  (22) und  (19) yon P a u l i  1) tiberein. J3eim 
Vergle ieh  is t  d a r a u f  zu aehten ,  dab die F o r m e l  (22) yon P a u l i  
wegen se iner  F o r m e l  (7) mi t  D~ mul t i p l i z i e r t  werden mug, 
n m  mi t  unserem Ausdruek  vergl iehen zu werden.  

w 6. Die Ab le i tung  d e r  B r e m s f o r m e I  
a u s  d e r  v e r a l l g e m e i n e r t e n  Klein-l~ishina-Formel 

Die F o r m e l  f i i r  die Bremss t r ah lung  im e lek t ros ta t i schen  
F e l d  wurde yon B e t h e  und  H e i t l e r  und  yon S a u t e r  2) in 
zwei ter  Ni~herung abgelei tet .  D u r c h  eine qua l i t a t ive  ~be r ! e gung  
e rh ie l t  v. W e i z s ~ c k e r  ~) e ine  N~herungsformel ,  welche f t i r  groBe 
Anfangsenerg ie  des E lek t rons  und  groge Ene rg i e  der  emi t t i e r t en  
L i eh tquan t en  im Vergleich zu /~ c 2 mi t  de r  F o r m e l  yon B e t h e  
und  H e i t l e r  i ibere ins t immt.  Seine  ~ b e r l e g u n g  kann in unserem 
F o r m a l i s m u s  folgendermaBen darges te l l t  werden-: 

Im R a u m - Z e i t - S y s t e m ,  in welchem das  F e l d  s ta t i sch  er- 
seheint  (d. h. wo z. B. der  K e r n  ruht)  gel te  die  Fou r i e r ze r l egung  
des l~eldes (1,8) in  ruhende  Par t i a lwel len .  D ie se s  Sys tem werde 
Kernsystem genannt .  Das  E l e k t r o n  bewegt  s ieh im Ke rns ys t e m  

mi t  der  Geschwindigke i t  v .  Die  Spa l tung  eines Wel tvek to r s  
nach  diesem S y s t e m  werde du rch  unges t r i chene  Komponen ten  
gekennzeiehnet ,  k in (1,8) h a t  also im Kernsys t em nur  yon 
Nul l  verschiedene  ri~umliche Komponen ten .  

I m  R a u m - Z e i t - S y s t e m ,  wo das E l e k t r o n  anfangs rnh t  
(kurz mit  Elektronsystem und durch ges t r ichene  Komponen ten  
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yon ~Veltvektoren bezeichnet) ,  bewegen s ich dann  die P a r t i a l -  

wel len mi t  e lne r  Geschwind igke i t  v ' = -  v .  I s t  die Anfangs -  

energie  ~ / t  c ~, so is t  ] v' } beinahe gle ich  c. E ine  Umeichung  
des Po la r i s a t ionsvek to r s  qk, welcher  gem~iB w 2 im K e r n s y s t e m  
nur  eine yon Nul l  ve rsch iedene  Z e i t k o m p o n e n t e  hat ,  in e inen  
W e l t v e k t o r  ~r ~~ der  im E l e k t r o n s y s t e m  re in  r~umlich  erscheint ,  
e rg ib t  f i ir  d ie  wicht igs ten  Pa r t i a lwe l l en  m i t  k le inem k beinahe 
t r ansve r sa l e  We l l en .  

v. W e i z s ~ c k e r  wende t  einfach auf  d iese  Quas i l i ch twel len  
im E l e k t r o n s y s t e m  die K . -N. -F .  ff i r  r uhe nde  E l e k t r o n e n  
[(5,1) mi t  D ~ D  k = 1] an. 

Die Bez iehung  zwischen A m p l i t u d e  und  E n e r g i e s t r o m -  
dichte  (3,9) wi rd  ni imlich auch  beinahe die ff i r  L ich twel len  (3,10)~ 

da (k, a ~) ~_~0 und  I k I S - -  k~o ~-'- 0 wird. A u f  der  r ech ten  Sei te  
yon (3,10) t r i t t  a l le rd ings  noch  (a ~~ q~o,)-a auf. D a  abe r  

7~ $ 2 + 2  in a ~ b i l inea r  ist, so bedeu te t  das  Auf t re ten  dieses  

F a k t o r s  e infach,  dab  in 74 2 +  ~ a~ als  E inhe i t svek to r  zu 
w~hlen ist.  

Die  B r e m s s t r a h l u n g  im E l e k t r o n s y s t e m  ersche in t  d a n n  als  
die inkohi~rente ~ b e r l a g e r u n g  der  S t r eus t r ah lung  der  e inze lnen  
primi~ren Pa r t i a lwe l l en  k. 

DaB h ie r  nu r  die inkohi~rente ~ b e r l a g e r u n g  ber t icks ich t ig t  zu 
werden braucht ,  r t ih r t  davon her,  dab wir f iber  das im Verg le ich  
zum Kern fe lde  groBe W e l l e n p a k e t  mit te ln .  Be i  d ieser  Mi t t e lung  
heben  sich die  kohi~renten Effekte d u t c h  In t e r f e r enz  weg. 
(Der Beweis  f inder  sich in w 7.) 

I n  d iesem P a r a g r a p h e n  soil  gezeigt  werden,  wie die genaue  
Bremsfo rme l  d iese r  Ni iherung  aus de r  ve r a l l ge me i ne r t e u  
K. -N. -F .  (3,8) au f  gleiche W e i s e  abge le i t e t  werden kann ,  wie 
die ffir  hohe  Geschwindigke i ten  gtil t ige ~Niiherung aus  de r  
gewShnl ichen K . -N . -F .  (3,5) durch  v. W e i z s a c k e r  e rha l t en  
wurde.  

Dazu  b i lden  wir  zuers t  d ie  Pa r t i a lwe l l en  im E lek t ronsys t em.  
W i r d  in (1,8) die  S u m m a t i o n  im K e r n s y s t e m  fiber die  re in  
r~iumlichen k durch  eine I n t e g r a t i o n  erse tz t ,  so is t :  

(6,1) V L = (2 ~)-~ f Mk G (6 k, y) e ~ (k, | d ~ s .  

H i e r  i s t  aul3er d ~  3 al les invur iant ,  da das G r u n d g e b i e t  des K e r n -  
systems G he raus f~ l l t  und  M~ nur  yon (k,k) abh~ngt .  
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d ~  3 kann  abe r  un te r  Verwendung  de r  3 - F u n k t i o n  inva r i an t  
geschr ieben  werden:  

d ~  ~ = a ( k ~ ) d l ~  4 . 

d k 4 is t  invar ian t .  Die  Lo ren t z t r ans fo rma t ion  ffir  die vierte 
K o m p o n e n t e  he ig t  

k') + ks k4= i-- ---- . 
c 

Daraus folgt 

I"P 1 dk, ~ (6,2) ~ : (~ -- ~C ~ ] 1'2 ~ .  

und, wenn ans t a t t  de r  I n t e g r a t i o n  t iber  d k' , im Per iod iz i t~ t s -  
bere ieh  G" e ine  S u m m a t i o n  fiber k" ausgef i ih r t  wird,  

V L = " ~  M[,( (r~, r) e~(U'~. 
k r 

W e g e n  (1,9) und (6,2) is t  

( (6,3) M~ ---- 4 ~ Z e ' g ( ] / ~ , k ) )  1 - -  
G" (k, k) ~ c 

Setz t  m a n  diese A m p l i t u d e  in die ve ra l lgeme ine r t e  K.-N.-F.  im 
E l e k t r o n s y s t e m  ein und  summie r t  inkohi~rent (bzw. integr ier t )  
f iber a l le  Pa r t i a lwe l l en ,  so erh~l t  m a n  fi ir  die in  de r  langen 
Ze i t  t" in  den R a u m w i n k e l  d eo,~ ges t r eu te  G e s a m t z a h l  yon 
L i e h t q u a n t e n  (aller F requenzen) :  

(6,4) h v,,, , 

-- .,1 ~ "  ( ~ , k ) . [ l ( 7 , ~ ) l  ~; " " 

Wenn (6,3) im Q u a d r a t  e ingese tz t  wird ,  und wenn die  Summa-  

t ion f iber  k' durch die I n t e g r a t i o n  e r se t z t  wird ,  so b l e ib t  in (6,4) 
ein G' im Nenner  s tehen.  Dieses  hat den C h a r a k t e r  eines 
Normie rungs fak to r s ,  de r  ein Vo lumen  im E l e k t r o n e n s y s t e m  
dars te l l t .  I m w  7 wi rd  gezeigt  we rde n ,  dab d ieses  Volumen 
mi t  dem Volumen  L~ L~ L,~ des W e l l e n p a k e t e s  iden t i sch  ist .  
Als  Ze i t  t '  wi~hlen wir  die Zeit ,  welche  der  K e r n  braucht ,  urn 

mi t  de r  Gesehwindigke i t  v" durch das  W e l l e n p a k e t  des ruhenden  
E lek t rons  h indurehzus t r e i chem H a t  das  W e l l e n p a k e t  im Ve t -  
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gle ich  zum Kernfe ld  grol~e L i n e a r a u s d e h n u n g e n ,  so erfolgt  die  
E m i s s i o n  der  Quan t en  gleichm~Big und nur" wi~hrend d ieser  
Zei t .  De r  A u s d r u c k  (6,4) is t  a lso eine Inva r i an t e .  

I m  K e r n s y s t e m  is t  t die Ze i t ,  w~hrend  welcher  das  

mi t  v ~ - -  v" bewegte  und dahe r  verk i i rz t  e r sche inende  W e l l e n -  
p a k e t  das  Kernfe ld  umgibt .  D iese  Ze i t  i s t  in  g le ieher  W e i s e  
verk i i rz t  wie die L i n e a r a u s d e h n u n g  des W e l l e n p a k e t e s  in de r  
Bewegungsr ich tung .  Es  ist  a lso  

( ? (6,5) t-----t" 1 I TI'~ 

F e r n e r  g i l t  (6,2) u n d  
( 6 , 6 )  = d 

Die GrSi3e n~ i s t ,  wenn m a n  G" mi t  dem Volumen  des  
We l l enp~ke t e s  ident i f iz ier t ,  d ie  E l e k t r o n e n d i c h t e  im E l e k t r o n -  
system,  vn~~ i s t  also die r ee l l e  vier te  K o m p o n e n t e  d ~ des  
Vie re rvek to rs  de r  Te i l chend ich te  d ~ welcher  definitionsgem~13 
dem V e k t o r  der  V ie re rgeschwind igke i t  und d a m i t  dem Vie re r -  
vek tor  l ~ pa ra l l e l  ist .  Somit  i s t  auch  

I d~ I d~" c n ~ 
(6,7) _~ -- - - -  

IZ~ t~" G ' t ~ '  

Die  l e tz te  K l a m m e r  in (6,4) is t  wegen (4,6) inva r i an t .  
W e r d e n  die ges t r i chenen  GrSl3en in (6,4) ve rmi t t e l s  (6,2), 

(6,5), (6,6) und (6,7) durch unges t r i chene  GrSf~en ausgedrf ick t  
a n d  werden in der  le tz ten  K l a m m e r ,  wegen der  I n v a r i a n z  
yon (4,6), die S t r i che  weggelassen ,  so s te l l t  das  dureh  t divi-  
d ie r t e  (6,4) die A n z a h l  L i c h t q u a n t e n  dar,  welche ein E l e k t r o n e n -  

s t rom der  S t romdich t e  d o in de r  Ze i t e inhe i t  a ls  B r e m s s t r a h l u n g  
. _ ) .  

in den  l~aumwinkel  d c o  emi t t i e r t .  D iv id i e ren  wir  noch Id~ 
so e rha l t en  wir  den  Wi rkungsque r schn i t t .  

U m  die ] ~ e t h e - H e i t l e r s e h e  F o r m  zu e rha l ten ,  e r se tzen  

wir  die  I n t e g r a t i o n  f iber  d ~  3 du rch  die i iber  d ~  a bei  fes tem l ~ 

Man  f inder  f i i r  die F u n k t i o n a l d e t e r m i n a n t e  aus-/) '= ~ + k - -  m 
und de r  Nebenbed ingung  m o --~ ~o _ ~0) : 

d~  ~ (L m) 

Aus  R(~  ~--0 und  der  Nebenbed ingung  folgt ,  wenn deo~ den  
R a u m w i n k e l  bedeu te t ,  in welchen das  E l e k t r o n  ges t reu t  wi rd :  
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~ % r d e n  diese GrSBen in das t r ans fo rmie r t e  (6,4) eingesetzt ,  so 
e r h a l t e n  wir d e n  di f ferent ie l len  W i r k u n g s q u e r s c h n i t t  d Q eines  
kuge l symmet r i s chen  Kruf t fe ldes  gegeni iber  e inem Elek t ron  der  
Ene rg i e  lo ~ welcher  die Emis s ion  eines Quan t s  be s t immte r  
Po la r i sa t ion  im F r e q u e n z b e r e i c h  zwischen m o und m o + d m  o 
in den Raumwinke l  d co,~ und d ie  g le iehzei t ige  Ab lenkung  des  
E l e k t r o n s  in den Raumwinke l  d ro Z bewirk t :  

I dQ=do~ d% dmo [~[ Z~e~ .q~(i-k~l) 
m . - ~  

(6,8) m~ [ l~ I (2 n ' ) .  137- •' c" [~1 �9 

�9 m o  2 14- Z4  

Hie r  und in den fo lgenden F o r m e l n  is t  I wieder  durch  l e rse tz t .  
Den  K l a m m e r a u s d r u c k  en tn immt  man  (476). W i t  w~ihlen die  
E ichung  so, dab im K e r n s y s t e m  c~ "~ re in  r~uml ich  und a~ re in  
ze i t l ich  erscheint .  D a n n  verschwinde t  das 4., 5. und 6. Gl ied  
yon (4,6). Summie r t  man  noeh f iber  die be iden  Po la r i sa t ions -  

r i eh tnngen  r  und f i /h r t  den r~uml iehen  E inhe i t s -  

v e k 4 o r - ~  in ~ i c h t u n g  yon m e in ,  so wird de r  le tz te  F a k t o r  
yon (6,3 

m~ ~ ~ +  ( -*  -~ )~ 
1~ - (tL, l o) 

I E.Z 7~ I ~ (4 ~..~- ,~j~) q-  

(6,9)  (zo - ( ~ ,  

_ 2 (~.Z + -~ ~ )  (4zo  I ~  ~) l~ [u, z - I 
(~o _ (.+ ,~)) (~0-(.Z ~)  

+ 

(6,8) und (6,9) i s t  genau die  bere i ts  yon B e t h e  und  
H e i t l e r  und yon S a u t e r  ~) gefundene  Formel .  Die  quant i t a t ive  
Verseh~rfung der  ~ b e r l e g u n g e n  yon v. W e i z s ~ t e k e r  3) f a h r t  
also a u f  die r icht ige  zweite N~therung des St~rungsverfahrens .  

Die  In t eg ra t i on  der  B r e m s i b r m e l  sowie ihre  Diskuss ion  
s teh t  be i  B e t h e  und H e i t l e r %  

Die  v. W e i z s ~ e k e r s e h e  Ni~herung e rha l ten  wir, wenn (r k~ 
so gee ich t  wird, dab  es im E l e k t r o n e n s y s t e m  (lO= rein zeithch) 
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rein r~uml ich  erscheint .  I s t  o k de r  im Ke rns ys t e m rein  zei t-  
l iehe V e k t o r  vom B e t r a g e  (ak, qk) = _ 1, so is t  

(6,10) a ~~ = a ~ (a~' l~ k (k, 1 o) 

R e c h n e t  man im E l e k t r o n e n s y s t e m ,  wie v. W e i z s ~ c k e r  
- - > "  �9 

es rut,  so i s t  f i i r  hohe  Geschwind igke i t en  der  Y e k t 0 r  a k~ bei-  
_ > -  

nahe s enk rech t  zu k'. Die  B e d e u t u n g  de r  Quas i t r ansve r sa l i t~ t  
im E l e k t r o n s y s t e m  b e d e u t e t  im X e r n s y s t e m  folgende N~herung :  

W i r d  das  durch  (6 ,10 )de f in i e r t e  a ~o in den  eich-  und  
lo ren tz inva r i an ten  A u s d r u c k  (4,6) u n t e r  Vernach l~ss igung  
yon (k,k) und  (a k~ k) e ingese tz t  und  im K e r n s y s t e m  aus-  
gewertet ,  so s t immt  es m i t  dem A u s d r u e k  (6,9) t iberein ,  wenn 

1. (k, k)gegen l ~ ve rnaeh la s s ig t  werden kann ,  und  

( ~,~)~ (~ ,  ~o)~ 
2. (k, ~,~)~ (k, lo)2 

wird. Die  ers te  Bed ingung  is t  f i i r  die, wegen (k, k ) - 2  in (6,8) 
haupts~iehlich w i rk samen ,  groi3en W e l l e n l ~nge n  der  F o u r i e r -  
zer legung des  Coulombfeldes  ftir  groBe E n e r g i e n  lo ~ und  m o er-  
fiil l t .  Die  zweite Bed ingung  ist  ebenfa l l s  erft i l l t .  Sie  ver lang t  

--->. - - > .  

n~Lmlich, dat3 im K e r n s y s t e m  ~n u n d  1 ~ nahezu  p a r a l l e l  sind, 
und dab  l ~ be inahe  ein IAeh tvek to r  ist.  Dies  i s t  t a t s~eh l ieh  
bei hohen  Ene rg i en  lo ~ f i i r  die k l e inen  (k, k ) W e r t e  m i t  grol3er 
A n n ~ h e r u n g  der  F a l l .  

w 7. Die s t r enge  A b l e i t u n g  de r  Bremsformel  

I n  d e r  im vo rhe rgehenden  P a r a g r a p h e n  gegebenen  Ab-  
le i tung d e r  Bremsfo rme l  aus  der  v e r a l l g e m e i n e r t e n  K. -N. -F .  
bedt i r fen zwei P u n k t e  e ine r  Rech t f e r t i gung :  

E r s t e n s  die Xdentif izierung des Nor ln i e rungs fak to r s  G' mi t  
dem Vo lumen  des W e l l e n p a k e t e s  L'l L'2L's in den A m p l i t u d e n  
der e inze lnen  Pa r t i a lwe l l en  

und  zwei tens  die  inkoh~ren te  ~ b e r l a g e r u n g  ih re r  W i r -  
kungen.  

Die  R ich t i gke i t  de r  ~ b e r l e g u n g e n  e rg ib t  sieh aus  fo lgendem:  
I n  (2,15) setzen wir  V ~ = M k ,  P ~  1 und  V ----- T . Als  

V e r t e i h n g  N ~ w~Lhlen wir  (0, 0, 0 . . . )  ( k e i n e - ~ i e h t q u a n t e n  
vorhanden) .  Die  E n d v e r t e i l u n g  und  die  Ve r t e i l ung  in den 
Zwischenzust i~nden i s t  (0, 0, 0 . . .  1 . . .  0). D a d u r c h  wird 
P - , ~ o  ~- 1. 
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Die S u m m a t i o n  tiber k ersetzen wir durch  eine In t eg ra -  
t ion  und  setzen ferner  wegen s~----14-- ~o_[_m~ und 1 ~ = I a -  
k s -~ m s 

\ 1 ~ ] 

Wird  j e tz t  die i n t eg r a t i on  tiber ds  4 in  (2,15) ftir Zei ten,  

welche groB im Vergleich zu t---- L~ s ind [L 3 ist die Aus-  
V a  

dehnung  des Wel lenpake tes  in  der  Bewegungsr ich tung  (xa-Achse)] , 
ausgefiihrt ,  so wird 

BJ~(~ ~ )  T~= f f I~ Mk G~(-l~ (~o) (7,1) 
lo (2 ~)8 t~ 14 lo ~ 

eine Konstante .  
Gem~13 (2,7) en tspr ieh t  dieser K o n s t a n t e  eine ze i tunab-  

hi~ngige Tei lehenzahl  im E n d z u s t a n d e :  Das  V~rellenpaket ha t  
das Kernfeld  vollsti~ndig passiert .  

Ira Bereich d co  ist d a n n  diese Te i lchenzahl  

f G 2 d m  ~ ~ J ' d o . t  
d ~ %  n ~ - ( ~ )  (y~V~) ~ m o = a ~ 

Da die B i - s e l b s t  In tegra le  t iber d k 1 d ke sind,  so addieren  
sich die W i r k u n g e n  der e inze lnen  Par t ia lwel len  vorerst kohdrent. 
U m  zur Ausgangsformel  (6,4) des vorhergehenden Par~graphen  
zu gelangen, ersetzen wir d m o dutch  d k a bei festen l: 

dmo--_ mol~_dk 
- 3 o 

(m,/~ 

Die In teg ra t ion  fiber d ~  3 in  ( 2 , 1 7 ) k S n n e n  wir wieder, wie 

friiher, bei fes tgehal tenem k vermit te ls t  (3,2) dutch d l -~a er- 
setzen. D a n n  wird die Tei lchenzahl :  

J " d w , ~ t  '~deo 
h ~ --~ mo 4 n ~ ]~s c 3 ~ (k, k) 

! 

[ lq(q,q) I(~,m)]7, 74 (h) ff2(l~ ~o 

q ha t  dabei dieselbe Bedeu tung  wie k in  der  zu (7,l) ad jun-  
g ier ten  Gleiehung,  d.h.  q = (q~, q~, ks, 0), wenn  k = (k~, k~, k3, O) 
ist. F e r n e r  ist 1 q ---- 1 --  q -t- m analog zu 1 ~ = l --  k + m. (7,2) 
un te rsche ide t  sieh yon (6,4) du t ch  die kohSrente Superpos i t ion  
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der  W i r k u n g  der  Par t i a lwel len .  Geben  wir  dem au f  n o nor -  
mie r t en  W e l l e n p a k e t  e inen  reehteckigen Que r sehn i t t  L 1 Lu n n d  
legen wir die  Li~ngsachse des Pake tes  durch  den K e r n ,  so 
wird der d re id imens iona le  Four ie rkoef f i z ien t  B~176 ~ in  se iner  
Abh~ng igke i t  yon l~  

sin l~ L~ 
(7,3) B~ (7~ ~-- 2 F ,  

7 ~ VZ1. zo 

wo der  S p i n o r  F n u r  yon  12 u n d  l s abhi~ngt, u n d  H ( ~ / p  : 0 
geniigt.  ] )as  In t eg ra l  au f  der  reeh ten  Sei te  yon (3,5) welches 
in  (6,4) auf t r i t t ,  n e n n e n  wir  den  i n k o h ~ r e n t e n  E rwar tungswer t .  
A n  Stelle des n u r  yon ~o abhi~ngigen Opera tors  74 ~(~o)+ ~(~o) 
in  (3,5) w~hlen  wir e n t s p r e e h e n d  (7,2) e inen  yon  zwei Vek- 
t o r en  1 q u n d  l ~ abh~ng igen  Opera to r  ~ ( l  q, l~  Die  un t e r  
V e r w e n d u n g  yon (7,3) angeff ihr te  I n t e g r a t i o n  fiber l ~ ergibt  
d a n n  als inkohdrenten Erwartungswert :  

fd~7 ~~176 --o  Bo(~o~ ~ c. ~ ~  =t 2~, 2~) 
(7,4) 

De r  in  (7,2) v o r k o m m e n d e  koh~ren te  E r w a r t u n g s w e r t  wird, 
wenn  an  S t e l l e  yon ql als I n t e g r a t i o n s v a r i a b l e  1 q ~ k l - - q  1 
bei  festen k gew~hlt  s ind:  

7~0 _(z~,z o) 7~ 
g,~Yb J i  J 

(7,5) 
: ~i//'''ySiIl~''IlY~r-v~'X' ~lY) "" ' i 1 

Da f a .  j .  ~ r a . , i n ' .  d x d ~ --  ~ ist, s ind  im Limes  L 1 = OO*), WO 

das W e l l e n p a k e t  n n e n d l i e h e n  Qu e r schn i t t  u n d  e inen  scharf  
def in ier ten  I m p u l s  (l ~ = 0) besi tz t ,  der  koha ren t e  E r w a r t u n g s -  
wer t  (7,5) g le ich  dem inkohi~renten t7,4) d iv id ier t  durch  L~. 
Die  gleiche Ober legung  wird  ffir die xz -R ich tung  durehgef i ihr t .  
H a t  das V~'ellenpaket in  der  Bewegungs - (xa ) -R i ch t ung  die 
im Vergle ich  zur  Re ichwei te  des Kernfe ldes  groBe Aus-  
d e h n a n g  La, so werden  die L i c h t q u a n t e n  whhrend  der  l angen  

Zei t  t ~ L~ L:~ ~ gleichm~Big ausges t rah l t .  Die  i nkoh~ren t e  

~ b e r l a g e r u n g  k o m m t  also dadurch  zus t ande ,  dab sowohl in  

*) Die Anwendung des D i r i c h l e t s c h e n  Integrals im Limes L~ = 
bedeutet: ,,L~ groB gegen Reichweite des Kernfeldes". 
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der  L~tngsrichtung (7,1) wie in den beiden Quer r ich tungen  (7,5) 
f iber  einen R a u m  (Wel lenpake t )  gemi t t e l t  wird,  der  gro• im 
Vergle ich  zum W i r k u n g s b e r e i c h  des Kernfe ldes  ist. 

E l i m i n i e r t  man  das l~ im Nenner  yon (7,2) durch  t und 
se tz t  den E rwar tungswer t  der  inkoh~trenten ~be r l~ge rung  aus 
(3,5) ein, so erh~l t  man  (lq= 1 o und q = k gesetzt) t~ts~ohlich 
die F o r m  (6,2) mi t  unges t r i chenen  (Kernsystem!) GrSBen, da 

( ~ )  = d o ist*). L 1L~ L 3 t r i t t  also im Nenner  der  s trengen 

Ab le i tung  in d iesem P a r a g r a p h e n  an d e r  Stel le  auf,  wo im 
vorhergehenden  P a r a g r a p h e n  der  Normierungs fak to r  G (bzw. im 
E l e k t r o n s y s t e m  G') auftr~t .  H ie rmi t  i s t  die Ab le i tung  des 
vorhe rgehenden  P a r a g r a p h e n ,  insbesondere  die Berech t igung  
der  inkoh~ren ten  Superpos i t ion  und der  ~dentif izierung yon G" 
m i t  L i  L.~ L~ gezeigt.  

Da  in den Rechnungen,  insbesondere  in F o r m e l  (4,6) eine 
Spez ia l i s i e rung  auf  posi t ive Ene rg ien  n i rgends  erfolgt ist ,  lassen 
sieh noeh folgende drei  P r o b l e m e  auf  G r u n d  der D i r a c s c h e n  
Deu tung  der  Zus t~nde  nega t ive r  Energ ie  berechnen:  

1. Die  Erzeugung eines Elektronenpaares aus zwe4 Licht- 
quanten. Diese r  F a l l  ist_ganz analog  der  Ab le i tung  der  K. -N. -F .  
in w 3 zu behandeln ,  l ~ s te l l t  dann e inen  Zus tand  negativer 
Energie dar  und  ans ta t t  m is t  p - - - - - -  m eiu  Lichtvektor .  

2. Die  Erzeugung eines Elektronenpaares dutch das Zu- 
sammenwirken eines Lichtquantes und des Kernfeldes. Der  
h ierzu  inverse  Vorgang ist ,  wie B e t h e  und  t t e i t l e r  2) ge_zeigt 
haben ,  eine , ,Bremsst rahlung" ,  bei  de r  de r  Endzus t and  1 ein 
Z u s t a n d  nega t ive r  Energ ie  ist.  

3. Die  Erzeugung eines Elektronenpaares dureh den Stofi 
eines schnellen Teilchens am Kernfelde. Das  F e l d  des stoBenden 
Tei lchens  wird  nach F o u r i e r  zer legt ,  und  dann die P a a r -  
e rzeugung durch  jede  e inze lne  t )a r t ia lwel le  nach 2. berechnet .  
Die  i nkoha ren te  Superpos i t ion  der  Bei t r~ge  der e inzelnen 
W e l l e n  gibt  das  gewiinsehte  Resul ta t ,  so lange  man nu r  StSBe 
zul~tBt, bei  welehen sich der  Impu l s  des stoBenden Tei lchens  
nur  um e inen  im Vorgleich zu seinem anf~ngl ichen Impu l s  
k le inen  ]3etrag ~ndert.  

Diese ~ngedeu te ten  ]~echnungen sol len in einem zweiten 
Teile ausgef t ih r t  werden.  

*) Die Rechnungen dieses Paragraphen kSnnen natiirlich ebensogut 
im (gestrichenen) Elektronsystem durchgefiihrt werden. Die Parallele 
zum vorhergehenden Paragraphen kommt dann besser zum Au~druck, 
jedoch wird die Schreibweise etwas komplizierter. 
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A u s t a u s c h k P i s  z w i s c h e n  E l e m e n t a r t e i l c h e n  u n d  F e r m i ' s c h e  
T h e o r i e  d e s  f l -Zer fa l l s  a l s  K o n s e q u e n z e n  e i n e r  m S g l i c h e n  

F e l d t h e o r i e  d e r  M a t e r i e  
yon E. C. G. S tueeke lberg .  

(11. V. 36.) 

Inhal t:  Elektron, Neutrino, Proton und Neutron werden Ms vier verschiedene 
Quantenzust/~nde einer einzigen J2]|ementpargikel angesehen. Quant~nspriinge 
zwischen diesen Zust~nden erkl/~ren den fl-Zelffall (gem&ss der Theorie yon ]~ER~) 
und geben zur tlEISENBlgRG-MAJORANA'sehen Neutron-Proton-Austausehkraft 
Anlass. Die Festsetzung, dass negatives Elektron und positives Proton ,,Partikel"- 
Zustgnde (im Gegensatz zu ,,Antip~rtlkel") sind, verbietet Zerstrahlungsprozesse 
der sehweren Teilcben. Die umgekehrte Festsetzung (positives Elektron und 
positives Proton sind Partikel) ftihrt zu Zerstr~hlungsprozessen (siehe Zusammen- 
fassung). 

1. Verbemerkung. Der Wunsch  naeh einer einheit l iehen Feld-  
theorie wurde v0n versehiedenen Autoren 1) ausgesproehen, llar Ziel 
war,  das Gravi ta t ionsfeld  und das e lekt romagnet isehe  Feld  als 
verschiedene Ausserungen eines einzigen Feldes zu erk]~ren. 

Die Quantentheor ie  Seir~0DX~Gn~'s f t thrt  eine neue Feld-  
grSsse ein, die ~o-Funktion. Diese erste Fassung  genfigte aber  nicht  
der Forderung nach re la t ivis t iseher  Covarianz.  Auf zwei Arten 
konnte  Covarianz erreieht werden:  

1. Dureh  die SCna0DI~OER-GORDO~'sche Wellengleiehung. 
Sie hat ,  wie die SchrSdinger 'sehe Theorie, eine skalare Pelds tgrke to 
als abhiingige Variable. Wie PAUH und  WEISSXOeF 2) gezeigt 
haben,  erk]art  sic die En t s t ehung  yon Par t ike lpaa ren  (entgegen- 
gesetzter  elektrischer Ladung,  als , ,Par t ikel"  und , ,Ant ipar t ike l"  
zu bezciehnen) dutch Einwirkung  des e lekt ronmgnet isehen Fcldes 
auf dam Vakuum.  Hingegen g ib t  sie keine Erkli~rung des Spins 
und des magnet isehen Momentes  der Par t ike l  und er laubt  nur 
die EI~sTEIN-Bos~-Stat is t ik  ftir die Teilehen.  

2. Dureh die DinAc'sehe Wellengleiehung.  Dieselbe ffihrt 
eine v ierkomponent ige  Feldst i i rke ~ ein. Sie erkli~rt Spin und 
magnetisehes Moment  und er laubt  nur  die FE~MI-DI~AC'sehe 
Stat is t ik  far  die Teilehen. Anderersei ts  g ib t  sie zu den bekannten  
Niveaus nega t ive r  Energie Anlass, welehe wir im Sinne von 
1)II~Ae als , ,aufgeffill t" ansehen. Di~he und  HV, mENBElm 3) haben 
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geze ig t ,  dass  m a n  den  Beg r l f f  , ,alle N i v e a u s  n e g a t i v e r  E n e r g i e  s i n d  
b e s e t z t  bis a u f  e ine e n d l i c h e  Z a h l "  m a t h e m a t i s c h  s i n n v o l l  d e f i n i e r e n  
k a n n .  Die  e n d l i c h e  A n z a h l  u n b e s e t z t e r  N i v e a u s  v e r h a l t e n  s ich  
d a n n  wie P a r t i k e l  e n t g e g e n g e s e t z t e r  L a d u n g ,  d e r e n  E n e r g i e  u n d  
I m p u l s  die E n e r g i e i m p u l s g r O s s e n  de r  b e t r e f f e n d e n  N i v e a u s  s i nd  
m i t  u m g e k e h r t e n  V o r z e i c h e n .  Diese  LOcher  wol l en  wir  als , ,An t i -  
p a r t i k e l "  b e z e i e h n e n  i m  G e g e n s a t z  zu r  , , P a r t i k e l " .  D ie  T h e o r i e  
i s t  s y m m e t r i s c h  in  b e z u g  a u f  V e r t a u s e h u n g  des Begr i f f e s  A n t i -  
p a r t i k e l  u n d  P a r t i k e l .  W i r  w o l l e n  d a h e r  i m  f o l g e n d e n  wi l lk t i r l i eh  
da s  p o s i t i v e  E l e k t r o n  als  P a r t i k e l  u n d  d a s  n e g a t i v e  a ls  A n t i p a r t i k e l  
de f in i e r en .  D a s  e l e k t r o m a g n e t i s e h e  F e l d  k a n n  d a n n  a u e h  aus  
d e m  V a k u u m  ( - - a l l c  n e g a t i v e n  N i v e a n s  aufgeff i l l t )  e in  P a a r  
( P a r t i k e l  u n d  A n t i p a r t i k e l )  e r z e u g e n ,  i n d e m  eine  P a r t i k e l  au s  e i n e m  
ausgef f i l l t cn  N i v e a u  n e g a t i v e r  E n e r g i e  i n  e in  so lehes  p o s i t i v e r  
E n e r g i e  s p r i n g t .  Die  A n a l o g i e  in  b e z u g  a u f  P a r t i k e l p a a r e  z w i s e h e n  
de r  SCnR6DISrGER-GOItDON'sehen u n d  de r  DI~tAC-ttEISENBEI~G'sehen 
T h e o r i e  g i l t  s u c h  in  q u a n t i t a t i v e r  H i n s i e h t ,  wie PAULI u n d  WEmS-  
KOPF g eze ig t  h a b e n 2 ) .  

T r o t z  d e r  U n s e h 6 n h e i t  d e r  L S e h e r t h e o r i e  i s t  sie, w e g e n  S p i n  
u n d  S t a t i s t i k ,  de r  s k a l a r e n  T h e o r i e  v o r z u z i e h e n .  

Das Programm der einheitlichen Feldtheorie ist also dahin zu erweitern, 
dass Gravi~ationsfeld (gle-Feld), elektromagnetisches Feld (E~B resp. Fik-Feld ) 
und das materielle Feld (y~-Feld) Ms ~usserungen ein und derselben mchr- 
komponentigen Feldstarke zu erkl&ren sind. 

Nun transformieren sich (bei Vernachl~ssigung der Gravitationseffekte) die 
vier Komponenten des materiellen Feldes efller Partikelsorte ~0~ bei Lorentztrans- 
form~tionen andcrs (un~quivalent) als die Koml0onenten Q eines teVeltvektors4). 
Trotzdem ist es mSglich, aus den Spinoren ~ Vektoren c i mit Itilfe gewlsser Kon- 
stanten % ~ ~ zu bilden: 

Uber doppelt vorkommende lageinisehe oder griechisehe Indizes (hier /~ und v) 
ist jeweils zu summieren. Transformiert sich dann y~ naeh der Regel der Spinor- 
transformation, ~p+ naeh derjenigen der adjungierben Spinoren, und bleiben die 
Zatflen cci t~ ~ konstant, so transformiert sich e i wie ein Vierervektora). 

Das  P r o g r a m m  d e r  e i n h e i t l i e h e n  F e l d t h e o r i e  sei  n u n m e h r  
r e d u z i e r t  aus d e n  V e r s u e h ,  m a t e r i e l l e s  F e l d  ~% u n d  e l e k t r o m a g n e -  
t i s ehes  F e l d  (z. B. g e g e b e n  d u r e h  die P o t e n t i a l e  A~ (A~, A2,  A n = 
V e k t o r p o t e n t i a l ,  A s =  i~b = s k a l a r e s  P o t e n t i a l )  a ls  J k u s s e r u n g  
des se lben  F e l d e s  zu v e r s t e h e n .  W i r  ve rnach l i~s s igen  also a l le  
G r a v i t a t i o n s e f f e k t e .  

I n  d iese r  R i e h t u n g  l i egen  zwei  V e r s u e h e  v o r  : e in  e r s t e r  s t a m m t  
"con DE BRO(~LIEa), w e l e h e r  die  A~- d u t c h  das  sp inor i e l l e  ~o-Feld 
zu  e r k l a r e n  s u e h t .  U n t e r  d e m  N a m e n  , , N e u t r i n o t h e o r i e  des  
L i e h t e s "  h a t  s ieh  diese T h e o r i e  zwar  s e h r  we l t  e n t w i e k e l t 6 ) ,  is~ 
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aber wegen verschiedener Schwierigkeiten noch n ieh t  als end- 
gtiltig zu betraehten.  

E inen  zweiten Weg schli~gt BORN 7) ein. Er  erkli~rt die Existenz 
materieller Part ikel  als fi~usserungen des vektoriellen A~-Feldes. 
Trotz der grossen Erfolge der Born ' schen Theorie scheint  mir 
der de Broglie'sehe Weg richtiger;  da Forme]n yon  i~hnliehen 
Bau wie (1) gestatten,  die Vektoren A~ durch die Spinoren 
darzustellen, n ieht  aber W dureh As. 

Die BoI~N'sehe Vektor-Theorie gestat te t ,  die Schwierigkeiten 
der unendl ichen  Selbstenergie geladener Part ikel  zu umgehen ;  
aber sie k a n n  aus dem angefiihrten Grunde den halbzahligen Spin 
der Partike] nicht  erkli~ren. Die Spinor-Theorie dagegen erkli~rt 
Spin und  Stat is t ik  der Part ikel  und  Lich tquan ten .  Sie gibt  die 
Bewegungsgleiehungen ( D i r a c - G l e ~ c h u n g e n  ftir ~) und ,  so hofft 
man  wenigstens, die MhxwELL-Gleiehung ftir A~. Sie enth~lt  
aber zurzeit die bekann ten  Selbstenergieschwierigkeiten sowie den 
SehSnheitsiehler der Darstel lung yon Ant ipar t ike ln  dureh LScher. 

Die folgenden Ausfi ihrungen sollen zeigen, was aus einer 
solchen un i th ren  Spinortheorie ftir Folgerungen zu ziehen sind, 
wenn man,  entsprechend der Existenz yon -vier Elementarpar t ike ln  
(EIektron, NeUtrino, Proton ,  Neutron),  eine 4 • 4 ]6kompo-  
uentige Spinorfeldst~rke ~v ann immt .  

2.  Bezeiehnunflen. Lateinische Indizes i ( --  1, 2, 3, 4) bezeiehnen 
Vektorkomponenten  im MINKOWS~fschen Raum.  x bedentet  
Xl, x2, x3, x4 ~ ict. ~ bedeute t  in einem bes t immten  Raum-Zei t -  
System die 0r tskoordinaten .  d x  4 ~ d x z  d x  2 d x  3 dx4 ;  d ~  3 - -  
d x  1 d x  2 d x  3. Gricehische lndizes #, v ( - -  ] ,2  . . . .  16) bedeuten 
Spinorkomponenten.  An Stelle yon ~f+ F i , ,  y~, ist  jeweils 
~v + F~V gesehrieben, e ist die E lemen ta r l adung  des posit iven 
Elektrons m, #m, # ' m u n d  / , " m  sind die Massen yon Elektron,  
Neutrino, Pro ton  und Neutron .  2,n h ist  die PLANCK'sche Kon- 
s tante  und  c die Lichtgeschwindigkeit .  Ffir die ~ -Funk t ion  
wird oft yon  der gespaltenen Schreibweise 

= x ( 2 . 1 )  

v 

Gebraueh gemacht,  wo ~ ,  Z, u und  v v ierkomponent ige  Spinoren 
sind und den Zusthnden ~p ~ Elektron,  Z - -  Neutr ino,  u - -  Proton 
und v ~ Neut ron  entsprechen.  
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"y, sind die vierreihigen relativist ischen DIRAc-Matrizen. Wir 

1 0 0 0 ) 1  = 0 # 0 0 
0 0 t z" 0 
0 0 0 #'" 

0 0 0 0 m '  ~ o 1 0 o 
A ~ 0 0 e 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 e" 

A i = A I ~  : ]~ iA;  A t" = A ' I ~ i  p i A '  

mit  den Vertauschm, gsrelat ionen:  

F ~ , ~ +  F~F~: a~; ] (2.3) 
A, A', und  A untere inander  und mit  /~i vertausehbar. 

Da e e die ls bedeutet ,  so ist, je naehdem ob das posi- 
t ive Proton als Partikel oder als Ant ipar t ikel  ( =  ,,Loeb" in den 
negat iven Energiezustanden des negat iven  Protons), e : + 1 
oder e = - -  1 zu w~hlen. Dern Neutr ino spreehen wir mit  JOaDA~ 
die Neutr inoladung oder dua le  L a d u n g  e zu, dem Neut ron  ent- 
sprechend e'eS). Dann tiberzeugt man sieh leieht, dass 

P~ = t f + A i ~  O, P i ' - -  ~+A~'  ~ (2.4) 

die Vierervektoren der (in Einhei ten e em -a gemessen) Ladungs-  
dichto der elektrisehen und  der dualen Ladung  sind. 

p~ ist der Operator (h/i)  O/Ox~ (i = 1, 9., 3, 4). Ein Pfeil  /~ soll 
jeweils bedeuten,  dass dis Differentiat ion nach links wirkt :  

/ ( x ) ~ g ( x ) � 8 8  h 0/ 
~ -  Ox /  g (x). 

3.  D a s  I h r o g r a m m  der  N e u t r i n o t h e o r i e .  Obwohl die folgenden 
l~berlcgungen sich nur  mi t  den Kernkr~f ten  befassen, empfiehlt 
es sich ein ~r Programm der in der Vorbemerkung 
skizzierten un i t~ren  Spinortheorie aufzustellen. Es folgen dann  
die zu behandelnden Kernkr~f te  (Punkt  4 des Programms) aus 
einer cinfachen Verallgemeinerung der elektrischen Kr~fte. Wir 
unterscheiden zwei Schrit te:  I. Die , , k lass i sche"  Theorie betrachte t  
die Feldsti~rke-Komponenten W als gew6hnlichc (Dirae'sehe c-) 
Zahlen. II.  Die Quantentheor ie  des w-Wel len /e ldes  sieht die Kom- 
ponenten  als Operatoren an.  

I. P r o g r a m m  de r  k l a s s i s c h e n  T h e o r i e .  
1. Es existiert  eine reelle und  gegenfiber Lorentztransforma- 

t ionen  invar ian te  Lagrangefunkt ionen L (yJq, ~). Die aus dem 

fiihren die 16reihigen Matrizen ein 

0 0 Vi 
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Extremalprinzip 6 f L d x 4 : 0  folgenden, Euler'sehen Gleichungen, 
sollen folgende Form haben: 

2. Wenn die FEnMi'sche I~onstante g -  0 ist, sollen Dirge- 
gleielmngen fiir Elektron und Proton fo]gen, worin die Potentiale A~ 
in einer bestimmten Weise durch die dem Neutrino zugeordneten 
Komponenten dargestellt sind. Ftir das Neutrino soll eine Dirac- 
gleichung folgen, welehe in einer bestimmten Form eine Wechsel- 
wirkung mit dem Vierervektor P~- der elektrischen Ladung ent- 
hi~lt. Aus ihr sollen, dureh Bildung der Feldvektoren nach einem 
verallgemeinerten Verfahren (1.1), die Maxwell'schen Gleichungen 
folgen. Ffir die Neutronen soll eine Diracgleichung folgen, deren 
Wechselwirkung mit dem A~-Feld Null ist, die aber vielleicht eine 
(noch unbeobaehtete) Wechselwirkung mit der clektrischen 
Ladungsdiehte P~ haben darf. 

3. Es soll (auch wenn g =~ 0) der Erhaltungssatz der Ladung 
folgen. Wir werden wegen einer (sparer n~ther zu pr~zisierenden) 
Symmetrieforderung noch die Forderung nach der Erhaltung der 
,,Neutrinoladung" diskutierenS). 

4. Wenn g t 0 sollen die ,,Kernkrafte" (FEnMX'sche Theorie 
des fl-Zerfalles 9) und ~IEIsENBlZRG-MAJolCA~A'SChe 1~ Austausch- 
kraft) aus der Theorie folgen. 

II. P r o g r a m m  der  Q u a n t e n t h e o r i e  des W e l l e n f e l d e s .  
5. Man fiihrt die zu ~. (x) konjugierten verallgemeinertcn 

Impulse ~ , ( x ) ~  c) L/O (O~,/Ot) ein. Dann sollen die JORDAN- 
WIGNER'sehen Vertausehungsrelationen 11) (FEaMi-DiRAc-Statistik) 
f u r  X 4 - -  X4 t 

~j, (x) %,. (x') + ~f.. (x') ~ .  (x) = h/i ~,~,, d (5~--5~') (3.1) 
gelten. ~ (~.) ist die dreidimensionale Dirac'sehe &Funktion. 

6. Aus den RelatJonen (3.1) so]len, dureh Anwendung des 
in Programmpunkt 9, gegebenen Verfahrens auf (3.1), die bekannten 
Vertauschungsrelationen ftir die elektrisehen Feldsti~rken folgen12). 

Es so/den keine  unend l ichen  Selbs tenergien  a u f t r e t e n .  Die re inen Zahlen  
e2/he, Verh~ltnisse de r  Proton- ,  N e u t r o n -  und  N e u t r i n o m a s s e  (/~, re', ~ " )  zu r  
E lck t ronenmasse*) ,  sollen aus  de r  Theor ie  folgen. Diesen  P u n k t  wol len wir  
a b e r  n i ch t  z u m  P r o g r a m m  7A4hlen, d~ er  ausserha lb  des  ]%ahmens de r  folgen- 
den  Theorie  fallt .  

4 .  S k i z z i e r u n ~  der Theor ie  o h n e  Kernkr~i f te .  ( N e u t r i n o t h e o r i e  

des Lichtes. Programmpunkte 1 bis 3.) 
Die Lagrangefunktion (L-Funktion) 

L (~+ (x), ~ (x)) = v+ (~) (~r~p~ ~ m c ~ )  ~ (~) 
- -  e ~ j d y ' K  (x, y) (y~+A/~o) (y) �9 (y~+A~y~) (x) (4.1) 

�9 ) Sowie einige wci tere  rcinc Z a h l e n  (die mn r d e r  ~Paragraphen 5 bis 7), 
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ist  i nva r i an t  und, weil die vo rkommenden  Matr izen hermite isch 
sind (2.2), auch reell. Sie erfiill t  I ) rog rammpunk t  1. Var ia t ion  
yon y~+ liefert  

(c F~pi  - -  i m c 2  ~ - -  e A ~ A~ - -  e A~' A~')" yJ ~ 0 (4.2) 
und Var ia t ion  yon y~ 

yJ+ ( c F ~ ,  A- i m c 2 A  -? e A ~ A ~  + eA~ 'A~ ' )  - -  0 (4.2+) 

Hier in  sind 

A ,  (x) = e f d y 4 K  ( x y )  P , '  (y) 
e f d y a K  ( x y )  (Z+y~Z -k- e'v+~,~v) (4.3) 

und 

A~' (x) = e f d y 4 K  ( x y )  P~ (y) = 
e f d y 4 K  (xy)  ( ~ + ~  ~v -~- s u + r , u )  (4.4) 

wo P i  und P~' die in (2.4) def inier ten Dichten sind. K ( x y )  
ist  eine invar ian te  F u n k t i o n  des Wel t abs tandes  1 /~  (x~--Y~) ~ 

und daher  symmetr i sch .  Sie ha t  die Dimension (L~nge) -~ 

Bent i tz t  man j e t z t  die gespal tene Schreibweisc (2.1) ffir % 
so folgen die 4 Gleichungen 

( c ~ i p ~ - -  i m c  ~ -  e A i r ~ )  q~ = 0 
( c 7 ~ p ~ - - i ~ m c  e - e A ~ ' ~ ) Z  : 0 (4.5) 
( c y i p ~ - - i ~ ' m c  e -  e A i ~ )  u = 0 
( cy iP i  - -  i ~ " m c  2 - -  e A ~'y 0 v = 0 

Die e r s t e  n n d  d r i t t e  G l e i c h u n g  s ind  d ie  D i r a c g l c i c h u n g e n  y o n  E l e k t r o n  
n n d  P r o t o n ,  w e n n  die A i d ie  Po tenb ia le  da r s t e l l en .  D a  gem~ss  d e r  N e u t r i n o t h e o r i e  
des  Licht~es d iese lben led ig i lch  d u r c h  die  N e u t r i n o w e l l e n f u n k t i o n e n  d~rges te l l t  
w e r d e n  sollen,  so is?5 dies n u r  d e r  Fal l ,  w e n n  e" in  (4.3) Nu l l  is$. :Falls e" + 0 is t ,  
so e r h a l t e n  u n s e r e  G l e i c h u n g e n  e ine  zwar  bis  j e t z t  u n b e o b a c h t e t e  N e u t r o n - L a d u n g  
W e c h s e l w i r k u n g  die in  (4.5) f o r m a l  in  d e r  , , e l ek t r i s ehen"  ~Wechselwirkung en t -  
h a l t e n  is t .  A u s  S y m m e t r i e g r i i n d e n  l iegt  d ie  V e r m u t u n g  n a h e ,  dass  e" = • 1 
zu  se tzen  is t .  A u s  de r  z w e i t e n  G l e i c h u n g  (4 .5)  sollen, d u r c h  B i l d u n g  y o n  Fe ld -  
st/i, r k e g r 6 s s e n  Gik (--~9, ~I), die  M a x w e l l ' s c h e n  G l e i c h u n g e n  ge fo lge r t  werden .  
A u f g a b e  d e r  N e u t r i n o t h e o r i e  i s t  es, die D e f i n i t i o n  des  Ai ,  Gi~ u n d  Fik, d. h.  die 
F u n k t i o n  K (x, y) zweekmi~ssig z u  W/~hlen. W i t  s te l len  uns  i m  f o l g e n d e n  a u f  d e n  
(vorl/~ufig n o e h  u n g e r e c h t f e r t i g t e n )  S S a n d p u n k t ,  dass  a u c h  d iese r  Tell y o n  
P r o g r a m m p u n k t  2 erfiil l t  sei*). Dies  soil u n s  z u  e i n e m  heu r i s t i s ehen  P r inz ip  ver -  
helfen,  we lches  u n s  d e n  W e g  z u r  E i n b e z i e h u n g  d e r  ,,Kernkr~fte" zeigt.~ 

P r o g r a m m p u n k t  8 (Erha l tung  der  e lektr ischen Ladung)  is t  
erffillt. Durch  Mul t ip l ika t lon  von (4.9,) mi t  ~+A von links und 

*) I m  i ib r igen  soll d ie  M0gl iehke i t ,  class P r o g r a m m p u n k t e  1 - - 3  u n d  ins-  
besonde re  6 d u r e h  e inen  e i n f a e h e n  A n s a t z  d e r  A r t  (4.1) nicht be f r i ed ig t  w e r d e n  
k6nnen ,  d u r e h a u s  often ge l a s sen  werden .  
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yon (4.2 +) mi t  A ~  yon rechts und  Addi t ion  folgt, wegen der Ver- 
tauschungsrela t lonen (2.3) und der Definit ionen des elektrischen 
Ladungsstromes Pi 

0 
- - P i - -  0 .  (4.6)  
0 xi 

Mult ipl ikat ion mit  y~+A' resp. A'yJ yon links resp. rechts liefert 

0 
- -  P ; ' =  0 .  (4 .6 ' )  
Oxi 

Es empfiehl t  sich aus Analogie A~' als ,,duales elektrisehes 
Po ten t i a l "  zu bezeiehnen. Jedoch kommt  dieser Bezeiehnung 
nur  wenig Bedeutung bei, da, wegen der nicht  versehwindenden 
Masse des Elektrons keiner der beiden Anteile zu Maxwell- 
g le iehungen ffihren wird, w~thrend in As der erste, yore masselosen 
Neut r ino  herriihrende, Teil Term X+~Z ffir das Auftreten der 
Maxwellgleichungen verantwort l ieh ist. 

Die L6sungder  Probleme dieses Paragrapben ist Aufgabe der 
Neutr inotheor ie  d e s  Liehtes6). Die Ladungsdiehten  Pi und Pi" 
mfissen im Sinne der DIRAC-HEISENBE~G'schen LOehertheorie 3) 
abge~nder t  werden. Ftir  Proton resp. Neutron folgt hier aueh, 
im Gegensatz zum Exper iment ,  das magnetische Moment  zu 1 
resp. 0 Bo~R'sche Proton-Magnetonen.  Auf diesen P u n k t  wird 
spi~ter zurf ickzukommen sein. Die Existenz yon Ant ipro tonen 
( : n e g a t i v e  Protonen)  und Ant ineu t ronen  seheint  mir  kein 
Widersprueh mit  dem Exper iment  zu sein, da sie nu r  ungeheuer  
viel schwerer zu erzeugen sind als positive Elektronen,  und daher 
noch n ich t  beobaehtet  wurden. 

Da die Behandlung der Quant is ierung des Wellenfeldes vor- 
erst noeh hinausgeschoben wird, soll ein wesentliches und  fiir 
das Versti~ndnis der folgenden Paragraphen  notwendiges Ergebnis 
der Quant is ierung hier vorweggenommen werden:  

Es bedeuten 9o und  ~1") zwei stat ion~re Zust~nde,  welche 
Gleiehung (4.2) m i t e  ~ 0 genfigen. Es sind dies, wie man aus 
der gespal tenen Schreibweise (2.1) ersieht, Zust~nde,  bei welchen 
eine Par t ikc l  jeder Sorte in den dureh ~o, Zo, uo und  v o resp. 
~a, Z1, u l  und vi gegebenen Zust i inden vorhanden  ist. Dann  
bewirkt  die , ,StSrung" (der Term mi t  e 2 in der L-Funkt ion)  
Uberg~tnge yon 90 nach  ~Pl, deren Wahrscheinl ichkei t  dem Quadra t  
des , ,Matrixelementes" des St6rungtermes 

V (y~+, y~o)~e 2 f d~ady4K (xy) (F~ A~-' ~0o) (x) �9 (W+A~y~o) (y) (4.7) 

�9 ) D a  im folgenden kc ine  Spinovindizes m e h r  gebr~uch t  werden ,  so bedeu t en  
u n t e r e  Ind izes  der  F u n k t i o n e n  ~, % Z, u, v j e t z t  Qu~ntenz~hlen.  
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A I I :  Neutron . . . .  0 

und der  zweite solehe der Ar t :  

B I :  Elekt ron im Zustand 0 
B I I :  Proton . . . .  0 
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propor t ional  sind. In  gespal tener  Sehreibweise lau te t  der le tz te  
Teil des In teg randen  

{(Z; ~ r~Zo) + s' (v: y~Vo) } (x)-  ((~,~ Y~ ~o) + s (~+ y~%)} (y). (4.8) 

Der crste F a k t o r  bedeute t  1)berg~nge: 

A I :  Neutr ino im Zustand 0 > Neutr ino im Zustand 1 ! 
> Neutron . . . .  I / (A) 

)~ Elektron im Zus tand  1 / 
Proton . . . .  1 j (B) 

Es kann  immer nur  ein Uberga~lg der 8orte (A) auf t re ten,  wenn 
einer der Sorte (B) ihn beglei tet .  

So bedeute t  z. B. A I, begle i te t  yon B I, dass ein Neut r ino  
(z. B. aus einem Zus tand  nega t iver  Energie Zo) in einen solehen 
pos i t iver  Energie (Z1) spr ingt  (A I), wghrend gleiebzeit ig ein 
E lek t ron  seinen Bewegungszustand yon ~o in ~o 1 abi indert  (BI ) .  
])as ents tehende Neut r inopaar  (Neutr ino im Zus tand  Zl plus Loeb,  
resp. Antineu{rino im Zustand Zo) deu te t  die Neut r inotheor ie  als 
das ve to  Etektron emi t t ie r te  L ieh tquan t .  

Die 16komponent ige  Sehreibweise ist  daher  , , t r ivial" ,  d. h. 
sie l iefert  keine neuen Gesiehtspunkte ,  da diese F o r m  der Theorie  
keine Quantenspr t inge erlaubt,  bei welehem ein Teilehen einer 
Sorte  (z. B. Neutr ino)  sieh in ein solehes anderer  Sorte (z. B. 
Pro ton)  verwandel t .  Daher  is t  die Al ternat ive ,  ob das posi t ive  
P ro ton  Par t ikel  oder  Ant ipar t ike l  ist,  unentseheidbar .  Die folgen- 
den Paragraphen ,  welehe 1Jberggnge zwisehen den Quantenzustgn-  
den zulassen, werden einen Entsehe id  dieser Al te rna t ive  ergeben.  

5. Die Kernkr~f te  (ProgTamm 4). Die Kernkr~f te  folgen aus 
einer einfaehen Veral lgemeinerung der e lektromagnet isehen K r a f t e  
des v0rangehenden P a r a g r a p h e n :  

Sieht  man n~tmlieh yon der e 2 propor t ionalen  Weehselwirkung 
in (4.1) ab, so is t  die L -Funk t i0n  bi l inear  in W +, y;. Die Weehsel-  
wirkung t r i t t  ers t  als b iquadra t i seher  Term auf. Dieser T e r m  
is t  das P roduk t  zweier mi t  hermite isehen 0pe ra t o r e n  gebi ldeten,  
reellen Fak to ren  und  daher  a f o r t i o r i  reell. E in  b iquadra t i seher  
Zusa t z t e rm 

Lg (~o+ (x), ~o (x)) = --e 2 f d y4 M (x, y) (~o+ Y2 + ~o) (y)- (~o+ tg~ ~o) (x) (5.1) 

we M (xy)  wieder eine Funk t ion  des Wel tabs tandes  ] / Z  (x~--y~) ~ 
i s t  und  die Dimension (L~nge) -2 hat ,  und X2, n ieh t  hermiteisehe 
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Ma~rizen sind, die jedoch bewirken,  dass ~+ T2~ ~ slch wie Vektoren 
t ransformieren ,  is t  die e infachste  Vera l lgemeinerung  yon  (4.1). 
Dann erftill~ L nach wie vor  P l ' o g r a m m p u n k t  1 (Rea l i t~ t  und 
Invar ianz) .  Die Di di i r f ten auch die Opera toren  Pi entha l ten ,  
doch sell h ie rvon  vorl~ufig abgesehen werdenla) .  I m  allgenleinen 
werden sogar  mehrere solche Zusa t z t e rme  exis t ieren mi t  ver- 
schiedenen ~2. 

Wie bei  der  Neut r ino theor ie  des Lichtes ,  deren Erfolg oder 
Misserfolg davon  abh~ngt ,  ob eine F u n k t i o n  K (xy) exlst ier t ,  
welche P r o g r a m m p u n k t  2 (Maxwellgleichungen) und  nament l ich  
auch P u n k t  6 (Boses ta t i s t ik  der L ich tquan ten )  erffillt, so sollte 
auch hier zuers t  eine Diskussion yon M folgen. 

Da wir  aber  fiber die~3~ernkr~fte wenig wissen, so wollen wir 
die Annahme  machen 

M (x,y) : ~27 6 ( x - -  y) (5.2) 

6(x) bedeu te t  die v ierdimensionale  DinAc 'sche  0 -Funkt ion ,  2 ist  
~ine L~nge. Wir  setzen g ~ e22 ~. Es wird  sieh spi~ter zeigen, 
dass g die FE~a I ' s che  9) K o n s t a n t e  ist .  Ih re  GrSssenordnung ist  
10 -~~ Als Vergleich sei bcmerk t ,  dass dann  2 der Comptonwel len-  
lange e iner  Par t ike l  ve to  Atomgewich t  1000 oder  aber  dem 
klassisehen Rad ius  einer m i t e  ge ladenen Par t ike l  v o m  Atom-  
gewicht  1/10 en tspr ieh t  (d. h. grSssenordnungsweise  en tspr ich t  
2 dem klassischen Pro tonrad ius ) .  U n t e r  Verwendung yon (5.2) 
und (5.3) wird  

L~ = - -  g (v,+ ~ + ~ )  (~+ ~ ) .  (5.8) 

An Stelle der  Gleiehung (4.2) und (4.9, +) folgen j e t z t  (wir lassen 
die , ,e lektr ischen"  Terrne yon (4.1) mi t  den Ladungsmat r i zen  
Ai  weg) 

(cr, p~- - im~d- -q  (~+f2t~) Q,--g (~+~2~) ~t) ~- -0  (5.4) 
und 

W+(cF~fi~+ime2A +g(w+S2+y~).O~+g(y~+9~W)f2 +) 0 (5.4 + ) 

Vollffihren wir die glelche Operation., welche uns im vorher-  
gchenden Pa rag raphen  die Gleichungen (4.6) und (4.6') lieferte, 
so erhal ten wir :  

(} P i  gg 

+ (v,+ (~2~ A - A~,+)  v,) (v,' ~ , v ) }  (5.5) 

und eine entspreehende  Gleiehung ra i l  P~' und A' an Stelle von 
Ps und A. 
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Die Fo rde rung  yon P r o g r a m m p u n k t  3 (Erha l tung  der Ladung)  
l~sst nut  die M6glichkei ten zu:  

t-2i A - -  A ~2+ ~ ( 0 (5.6) 

Verlangg man  such  die E r h a l t u n g  der dua len  Ladung,  so folgt 
eine aualoge Bedingung mi t  A ' .  

Der Fo rde rung  nach re la t iv is t i seher  Invar ianz  is t  Genfige 
ge tan  mi t  : 

t2+ ~ /~  s ~ ~2 F~ (5.7) 

Hier  is t  s eine Matr ix  der  F o r m  

(+++ ++ +++ ++) 
s  ~E~ ~EE ~Eu ~Ev (5.8) 

O9~t r 60u  Z r u r V 

r ~o COvE r u O)v V 

Die m ~ z " -  s i u d  reine (mit  der  vierzeil igen E inhe i t sma t r ix  mu l t i -  
pl iz ier t  zu denkende)  Zahlen.  Bedingung (5.6) lau te t  dann  (wegen 
der  Ver tausehbarke i t  yon F i ,  A and  Y2): 

- - A ~  = { 0  (5.9) s •  

I m  Ma~rixclcment des neuen S t6rungs te rms  

V (~o+~ Wo) : g f d~: a (V+Lg+Vo) (V~Q+.Wo) (5.10) 

n i m m t  der In t eg rand  die F o r m  an:  

~ +P, , u ,  v r 

wo Z die Summat ionen  fiber alle Kombi na t i one n  (~+ ~ ~oo) , (9o + y,. 
go), (~ ~ ~i uo) usw. dars te l l t .  Jedes  vo rhandene  E lement  yon Q+ 
bedeu te t ,  dass ein en t spreehender  ~be rg~ng  (z. B. im Fal l  a~v :~ 0, 
ein Ubergang  Pro ton  (%) )~ E lek t ron  (FI+)) vo rkommen  kann.  
D a  der zweite F a k t o r  die ad jung ie r te  Ma t r i x  enth~lt ,  so t r i t t  
j eder  solche ~ b e r g a n g  nur  auf beglei te t  yon  einem, in der  gleiehen 
Mat r ix  en tha l tenen ,  Ubergang  eines anderen  Teilchens, aber  in 
umgekehr te r  R ich tung  (z. B. im b e t r a c h t e t e n  Falle der  Term 
c%~, welcher der  Verwandlung  eines anderen  Teilchens yon 
Elek t ron  (Fo) > Pro ton  (u~) en t spr ieh t ;  oder  der Te rm r 
welcher einen Ubergang  Neu t r ino  > Ne u t ron  dars~ellt). Da  jeder  
~be rgang ,  zum Unterschied  yon  P a r a g r a p h  4, j e tz t  immer  auch 
mi t  seinem inversen ve rkoppe l t  ist, so l iefer t  die Theorle  j e t z t  
Austauschkri~fte.  
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Tats~tchlich k S n n e n  (wegen 5.9) jewei ls  n u r  wenige  E l e m e n t e  
y o n  $2 n ich t  v e r s c h w i n d e n .  Das  Bi ld  g e s t a l t e t  s ich naturgemi~ss  
v o l l s t ~ n d i g  ander s ,  je  n a c h d e m  m a n  (wit  h a b e n  das p o s i t i v e  
E l e k t r o n  wi l lk t i r l ieh  als , , P a r t i k e l "  fes tgese tz t )  das  pos i t ive  P r o t o n  
als , , P a r t i k e l "  (s ~ + 1) oder  als , , A n t i p a r t i k e l "  ans ieh t  (e = 1). 
Das  n e g a t i v e  P r o t o n  is t  d a n n  , ,Pa r t i ke l " .  D e r  ers te  Fa l l  w i rd  
Ze r s t r ah lungsp rozes se  der  s c h w e r e n  Te i l chen  e r l auben ,  w ~ h r e n d  
de r  zwei te  diese v e r b i e t e t ,  da  s ich n u t  , , P a r t i k e l "  in , , P a r t i k e l "  
v e r w a n d e l n  k a n n ,  u n d  da  die L a d u n g  e r h a l t e n  bleibt .  

6 .  D i s k u s s i o n  d e r  m 5 9 1 i e h e n  K e r n k r M t e  l m  F a l l e  e = 1.  ( P r o t o n  
i s t  Pa r t ike l ) .  W i r  b i lden  

~z + 0 ~ ~z ~ (6.1) s  _( - 1 ) . m ~  e~'~z 0 -~w~,v / 
COy r 0 ~, 09v u 

o o , .  o 

Q A ' - - A ' D = - -  oJ~ o mz~, - ( d -  1)o)z ~, (6.2) 
0 -- r g 0 -- ~" r v /  

e" VOv~ ( e ' - l )  ~ov z e" covu  0 

u n d  d i sku t i e r en  z u e r s t  die M a t r i x ,  welche 

~ A  - - A ~  = ~ } (6.8) 
.C2 A ' - -  A '  s = - -  s 

erff i l l t .  Sie enthi~lt  (rai l  e - -  1 = 0) nur  an  d e n  Ste l len  y o n  N u l l  
v e r s c h i e d e n e  E l e m e n t e ,  wo in (6. 1) das e n t s p r e c h e n d e  E l e m e n t  
o)~b a~on Q m i t  1 m u l t i p l i z i e r t  s t eh t ,  d . h .  sie e r l aub t  n u r  die 
i h n e n  z u g e o r d n e t e n  Prozesse .  Die  E r h a l t u n g  de r  dua len  L a d u n g  
i s t  a u t o m a t i s c h  erffi l l t ,  wenn  d e m  N e u t r o n  die L a d u n g  e'  = + 1 
zugesp rochen  wi rd .  Es  s ind dies die U m w a n d l u n g e n :  

C I <~ N e u t r i n o  �9 ~ pos. E l e k t r o n  | 
C I I  <~)z~: N e u t r i n o  " pos. P r o t o n  [ (C) 
C I I I  o~+: N e u t r o n  �9 pos. E l e k t r o n  
C I V  , o ~ :  N e u t r o n  -=--+ pos.  P r o t o n  

J e d e r  Prozess  an  e inem Tc i l ehen  ist, n a c h  o b e n  Gesag tem,  m i t  
e i n e m  inversen ,  an  e inem a n d e r e n  Te i lchen  gekoppe l t .  So s te l l t  
C I V  m i t  sich se lbs t  gekoppc l t ,  die M a j o r a n a ' s e h e  W e c h s e l w i r k u n g s -  
k r a f t  dar.  Man  i ibe rzeug t  sich le lch t ,  dass das  zugeo rdne t e  M a t r i x -  
e l e m e n t ,  wenn  die s icher  zu p r i m i t i v e  A n n a h m e  (5.9,) d u t c h  
e ine  K r a f t  

[ ~ ) . - 2 e + S V ; ' ~  fiir  s 2 = Z ( x ~ -  y~)S = Xz~ < 0 (6.4) 
M ( x - - Y )  I = O  ,, s ~ > O  
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ersetzt wird, tats~ehlieh formal den Majorana 'sehen Ansatz ergibt 
(Vernachl~ssigung der )~ (i = 1,2,3,)-Glieder gegen das ~4-Glied, 
u+y4 = iu* usw.): 

f dTcad~Zu: (x) v o (x) J (rx - ~) v: (y) u o (y) (6.5) 
mit  

J (~) = ~2 ~ o ~ , ,  dzae~'~/)~-z~(E~o--E~ )~he (6.6) 
- - i  i 

Es stellt  eine Austauschkraf t  zwisehen Proton und  Neutron d a r .  
Die Weehselwirkungsenergie h~tngt zum Unterschied gegen MAJO- 
RAtA noch yon der Energiedifferenz E , o - - E . .  der beiden Zu- 
st~nde u 0 und  v I ab. 

Kombina t ion  yon C I mit C IV gibt  zu dem Fermi 'schen 
Matrixelement Anlass : 

g2e%~~ f d~a (v:-y~Uo) (~v+Y~ :go). *) (6.7) 

Es verwandel t  sich ein Proton (im Atomkern)  aus dem Zustand 
u 0 in ein Neutron im Zus tand  v I (C IV), wi~hrend gleichzeitig eine 
andere Part ikel  aus dem Neut r inozus tande  (z. B. negat ive Energie) 
Zo naeh dem (z. B. posi t iven Energie-) Zustande ~v I springt, d. h. 
es en ts teh t  ein Ant inen t r ino  und  ein positives Elekt ron  (C I). 
Dies ist abet  gerado die Erscheinung der fl+-Radioaktiviti~t. 

Die Uberg~nge C I und  C I I I  geben noch zu weiteren Aus- 
tausehenergien Anlass. Sie er lauben aber aueh Prozesse, in 

] Neut ron  pos. E lek t ron  [ 
welchen ein | Proton } zu einem { wird, a nd  gleieh- Neut r ino  J 

] Neu t r i no  / ] neg. Elektron [ 
zeitig ein ,,Paar", IAntineutrino[ und/pos .  ]glektron] ents teht .  (,,Zer- 
strahlung" zweiter Art  der schweren Teilchen.) Der Prozess pos. 
Proton wird Neutr ino u n d  ein Neu t ron  (neg. Energie) wird pos 
Elektron bedingt  eine a l ternat ive  Erkli~rung der fl~-Radioaktiviti~t, 
da je tz t  aus dem Kern  Pro ton  ein Ant ineu t ron ,  Neut r ino  und  pos. 
Elektron ents tanden ist (Radioaktivitiit zweiter Art). Sie h~tte 
aber die Existenz yon zweierlei Neut ronsor ten  (Neutron und  
Ant ineut ron)  im Atomkern  zur Folge, die unter  , ,Zerstrahlung" 
rekombinieren k6nnten .  

Die einzige Matrix,  welehe D A - - A . Q  : 0 ftir A und A'  
erffillt, ist eine solche, bei welcher erstens alle Diagonalglieder 
vorhanden  sein k6nnten ,  und  die daher  einfach eine Verall- 
gemeinerung der Wechselwirkungen A I, A II ,  B I, B I I  des 
Paragraphen  4 bedeutet .  Dies gibt  zu neuen Wechselwirkungs- 

*) I n  der  yon KONOPINSXI und  URLENnECK 1S) bentitzten Form.  
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energien zwischen gleicheu Teilehen Anlass. Des wei teren dth'fen in 
diesem Fal le  aber noeh die folgenden Umwand lungen  auftreten.  

D I r r%~ pos. E lek t ron  =--~ pos. Proton~ 

D I I  cozy , ~ z  Neut ron  ~ ' Neu t r ino .  j (D) 

Sie t re ten  mi t  sieh selbst  oder den , ,Diagona l" -Reak t ionen  A I, 
A I I ,  A I I I  und A IV gekoppelt  auf und erlauben daher  beispiels- 

weise Prozesse, in welchen ein { NeutrOnproton } e i n  { ElektronNeUtrin~ 1/ wird, 

und gleichzeitig ein Neutr inopaar  (A I) au[ t r i t t ,  welches unter  
Umst~nden  als L i ch tquan t  in Erseheinung t r i t t  (Zerstrahlung 
erster Art der schweren TegIchen). 

Da die Lebensdauer  der schwcren Materie gegentiber den 
verschiedenen Zerstrahlungsprozessen durch g b e s t i m m t  ist und 
daher*) nur  die Gr6ssenordnung der radioakt iven  t Ia lbwer t sze i ten  
erreieht,  so sch6int mir  der hier diskut ier te  Fa l l  , ,Proton ist  
Pa r t ike l "  m it  der Er fahrung  in \Vidersprueh zu stehen.  Ebenso 
wiederspr ieht  die mOgliche , ,Radioaktivit~it  zwei te r  A r t "  der 
Erfahrung.  

7 .  D i s k u s s i o n  d e r  m ~ g l i e h e n  K e r n k r i i f t e  i m  F a l l  e - -  - - 1 .  (Proton 
ist Antipart ikel) .  Wir diskutieren hier zuerst  den Fal l  19 A - -  A X) - - 0  
und wol]en, um auch Zers t rahlungen der Neut ronen auszuschliessen, 
gleieh aueh e' - -  - -  1 setzen. ])ann kSnnen in dieser ersten Matr ix  
nur die Diagonale lemente  von Null  versehieden sein. Es t re ten  
also auch je tz t  die zum Paragraph 4 zus~tzlichen Kr~ifte zwischen 
gleiehen Teilen auf. t I ingegen fehlen die Zerstrahlungsprozesse 
erster Art .  

Beide G1. (6.8) sind erfiillbar durch eine ~2-Matrix, welehe 
nur oJx~ und m~v enth~ilt. Jg. h. sie e r laubt  nut  Prozesse 

E I :  Neu t r ino  �9 ' pos. Elekt ron 
E I I :  neg. Pro ton  = - *  Neu t ron  

E I I  kann aueh im Sinne der Ant ipar t ike l  als (E) 
E I I :  Ant ineu t ron  = - -  pos. Proton 

gesehrieben werden. Diese Prozesse entspreehen daher voll- 
kommen C I und C IV des vorhergehenden Paragraphen.  Es 
folgen daher  insbesondere wieder die Majoranakraf t  (6.5) und 
das Fermi ' sehe  Matr ixe lement  des fl~-Zerfalls (6.7). (Letzteres 
init Ver tausehung der Buehstaben u and  v, da sieh j e t z t  ein Neut ron  
aus den negat iven Energiczust~inden in ein negat ives  Pro ton  

�9 ) ]~alls die yon Null verschiedenen reinen Z~hlen rOab (bis ~uf wenige 
Zehnerp~tenzen z.B. 137 oder 1847) yon der (~r6ssenordnung eins sind. 

26 
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v e r w a n d e l t ,  u n d  s o m i t  das urspr f ing l ieh  v o r h a n d e n e  , ,neg.  
P r o t o n l o e h "  ( =  pos.  P ro ton)  z u m  V e r s c h w i n d e n  br ingt ,  und  daff i r  
ein A n t i n e u t r o n ,  A n t i n e u t r i n o  u n d  pos. E l e k t r o n  en ts teh t . )  

Das  F e h l e n  der  Prozesse  C I I  nnd  C I I I  v e r u n m S g l i c h t  a u c h  
die Ze r s t r ah lungsp rozes se  zwe i t e r  Art .  

E i n e  zwei te  Ma t r i x ,  in we l che r  nu r  co u z u n d  co v ~ yon Nul l  ve r -  
s ch ieden  sind, erff i l l t  naeh  (6.1) u n d  (6.2) ebenfa l l s  12 A - -  A 12=  12 
u n d  12 A ' - - A ' 1 2 -  12. (Die V o r z c i e h e n u m k e h r  in  der  A ' - G l e i e h u n g  
i i nde r t  n ichts  an  d e m  E r h a l t u n g s s a t z  der  d u a l e n  Ladung . )  Sis  
g i b t  Anlass  zu Prozessen .  

F I :  neg .  P r o t o n  �9 * N e u t r i n o  
F I I :  N e u t r o n  �9 ' pos.  E l e k t r o n  

D e n  e r s ten  s c h r e i b e n  wir  wiede r  ffir  A n t i p a r t i k e l :  (F) 
F I :  A n t i n e u t r i n o  ~ - -  pos. P r o t o n  

Sie s n t s p r e e h e n  v o t l s t a n d i g  den  Prozessen  C I I  u n d  C I I I .  A u e h  
sie geben  wieder  zu den  neuen  A u s t a u s e h k r g f t e n  zwisehen l e i e h t e n  
u n d  sehweren  T e i l s h s n  Anlass .  A u e h  s r sehe in t  wieder  die , ,Rad io -  
a k t i v i t g t  zwei te r  A r t " :  pos. P r o t o n  wird A n t i n e u t r i n o  u n d  ein 
N e u t r o n  (neg. Ene rg i e )  wird  pos .  E l e k t r s n ,  d. h. ss e n t s t e h t  aus  
pos.  P r o t o n  sin A n t i n e u t r o n ,  ein A n t i n e u t r i n o  u n d  ein jpos. E l e k t r o n .  
N u r  i s t  ihr  R e s u l t a t ,  z u m  U n t e r s e h i e d  gegen i ibe r  d e m  v o r h e r -  
g e h e n d e n  P a r a g r a p h e n ,  i den t i s eh  m i t  d e m j e n i g e n  der  (Fe rmi ' s ehen )  
R a d i o a k t i v i t ~ t  e r s t e r  Art .  

~Da aber  die E - V o r g ~ n g e  u n d  die F-Vorg~tnge n u t  je  u n t e r  
s ieh g e k o p p e l t  w e r d e n  dfirfen,  so t r e t en  die Ze r s t r ah lungsp rozesse  
zwe i t e r  A r t  ebenfa t l s  n i eh t  auf .  

8. Zusammenfassung.  Aus der  A n n a h m e ,  dass  E l ek t ron ,  P r o t o n ,  
N e u t r o n  a n d  N e u t r i n o  v e r s e h i e d e n e  Quantonzus t i~nde  eines ein-  
z igen  Te i lchens  b e d e u t e n ,  v e r b u n d e n  m i t  der '  F o r d e r u n g  n a e h  
E r h a l t u n g  der  e l ek t r i s ehen  L a d u n g  und  der  dua len  (Neu t r ino- )  
L a d u n g  fo lg t  die M6gl ichke i t  fo lgende r  P r o z e s s g r u p p e n :  

Te i l ehen  ~ ' g le iehes  Te i l ehen  (A) 

N e u t r i n o =  - ~  pos.  E l e k t r o n  / (n) 
(C) / (Anti-) N e u t r o n  - ~  pos.  P r o t o n  ] 

i (Anti-)  N e u t r i n o  = - ~  pos.  P r o t o n  / 
N e u t r o n  ~--- pos .  E l e k t r o n  ] (F) 

~ pos.  P r o t o n  , ' pos .  E l e k t r o n  [ (D) 
N e u t r o n  - ~  N e u t r i n o  / 

E i n  Prozess  an  e i n e m  Te i l chen  verli~uft nu r  d a n n ,  wenn  g le ich-  
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zeitig ein anderes  Teilchen einen Prozess derselben Gruppe  in um- 
gekehrter  R ich tnng  durchli~uft. 

(A) en tha l t  nach der Vors te l lung der  Neu t r ino theo r i e  des 
Lichts  die Licht -Mater iewechse lwirkung sowie zusgtzl iche Kraf te  
zwischen gleichen nnd zwischen verschiedenen Teilchen, (E) und 
(F) die Aus tanschkrgf te  zwischen versch iedenen  Teilchen und  die 
Fermi ' sche  Erkl~rung der f l-Radioaktivi t~t t .  (D) s ind Zers t rah-  
lungsprozesse der schweren Teilchen. 

Wird  das  posit ive E lek t ron  als Pa r t ike l  definier t  (ink Gegen- 
satz  zur Ant ipar t ike l ) ,  so kann  das pos i t ive  Pro ton  en tweder  als 
Par t ikel  (s ~ 1) oder An t ipa r t i ke l  (s - - - - 1 ) .  be t r a c h t e t  werden. 
Die erste Bet rachtungsweise  e r laubt  die Zers t rahlungsprozesse  (D) 
sowie weitere  , ,Zerstrahlungsprozesse zwei ter  A r t "  du tch  Kombina -  
t ionen yon (E) mit  (F), da in diesem Fa l l e  (E) und  (F) zusammen 
nur eine e inzige  Gruppe (C) bilden. (DaB e ingek lammer te  (Anti-) 
in (E) und  (F) fiillt weg.) 

Die zweite  Bet rachtungsweise  v e r b i e t e t  sowohl die Zer- 
s t rahlnngsprozesse  (D) und  auch K o m b i n a t i o n e n  un te r  den je tz t  
verschiedenen Gruppen (E) und (F), somi t  also auch ,,Zer- 
s t rahlungspr0zesse  zweiter  A r t " .  Die in A tomkernen  vo rkommen-  
den schweren Teilchen sind dann gegentiber dem posi t iven Elek t ron  
als An t ipa r t ike l  anzusprechen.  Wir  ziehen daher  diese zweite 
Fes t se tzung  vor.  

Sieht man  yon den re l a t iv  wenigcn pos i t iven  E lek t ronen  ab,  
so bes teht  unscre Wel t  im wesent l ichen nu t  aus An t i pa r t i ke l n  
oder nur  aus Par t ike ln*)  (negat ive E lek t ronen ,  Pro tonen ,  Neutro-  
nen) mi t  Yon :Null versch iedener  l~uhcmasse.  Eine Zers t rah lung  
der Wel t  is t  ausgeschlossen. Tro tzdem ermSgl icht  die vorgeschla-  
gene einheit l iche Auffassung der Materie  Aus tauschkr~f te  zwischen 
allen vorhandenen  Par t ike ln .  

Quan t i t a t i ve  Folgerungen e r laubt  die Theorie crst ,  wenn die 
Krgf te  exper imente l l  und theore t i sch  e x a k t e r  behande l t  werden:  
kSnnen. Es i s t  dics aufs Engs te  ve rkn t tp t t  mi t  der En twick lung  
der Nent r ino theor le  des Lichtes .  T r o t z d e m  kSnnen die vor-  
s tehenden Ergcbnisse  unabh~tngig yon der  l e t z tgenann ten  Theorie 
angesehen werden.  Die Einff ihrung der  Neut r ino theor ie  des 
Lichtes wurde  lediglich als heuris t isches Pr inz ip  benti tzt .  Die j e tz t  
4 • 4 = 16komponent ige  ~ -Funk t ion  b c d c u t e t  eine nnit~tre Feld-  
theorie der  Materie.  Der  Einschluss der  Neut r ino theor ie  des 
Lichtes f i ihr t  dann zur uni t~ren Fe ld theor l e  im Sinne Born's ,  
welche e lekt romagnet i sches  und matericl les  Fold vereinigt .  

*) Da  die  Theor ic  ja in  Bezug  auf  P a r t i k e l  u n d  An-t ipart ikel  s y m m e t r i s c h  ist,. 



Austauschskrafte zwischen Elementarteilchen 213 

404 E . C . G .  S~ueckelberg. 

D ie ,  w a h r s c h e i n l i c h  i m  V e r g l e i c h  z u  d e n e n  ~r E l e k t r o n  u n d  
N e u t r i n o ,  g r o s s e n  W e c h s e l w i r k u n g s k r ~ f t e  y o n  P r o t o n  u n d  N e u t r o n  
m i t  d e n  v i r t u e l l e n  s c h w e r e n  P a r ~ i k e l n  u n d  A n t i p a r t i k e l n  (VVeehsel -  
w i r k u n g  m i t  a u f g e f i i l l t e n  Z u s t i ~ n d e n  n e g a t i v e r  E n e r g i e )  l a s s e n  
v i e l l e i c h t  e i n e  E r k l ~ r u n g  d e r  b e o b a c h t e ~ e n  A b w e i c h u n g  d e s  magn~e-  
t i s c h e n  M o m e n t e s  y o r e ,  a u s  d e r  s t 6 r u n g s f r e i e n  D i r a e - G l e i c h u n g  
f o l g e n d e n ,  B e t r a g  zu .  ~a) 

D e n  H e r r e n  P r o f .  W .  P A U L I  u n d  G.  W n ~ T Z E L  (Z t i r i ch ) ,  
u n d  J .  W E m L ~  ( G e n f ) b i n  i e h  f t i r  m a n c h e  w e r t v o l l e  R a t s c h l h g e  v e r -  
p f l i c h t e t .  I n s b e s o n d e r e  d a n k e  i c h  H e r r n  W ~ a ~ E  f i i r  v i c l e  i n -  
t e r e s s a n t e  D i s k u s s i o n e n  u n d  H e r r n  W E ~ T Z E 5  f t i r  d e n  H i n w e i s  a u f  
d i e  d u a l e  L a d u n g .  

I n s t i t u ~  d e  P h y s i q u e ,  U n i v e r s i t 6  de  G e n ~ v e .  

L i t e r a t u r ,  

1) G. 1 ~ ,  Ann. d. Phys.  37, 512, 39, 1 und  40, 1 (1912--1913); H. W~YL, 
R a u m  -- Zeig -- Materie 1920. A. EII~STEIN und  W. MAYER, Sitz. Ber. der 
Preuss. Akad.  d. Wiss. 1931. 
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5) L. DE BROGLIE, Une nouvelle conception de la lumi&re, Act. Seint. Hermann,  
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~) G. WE~WZEL, ZS. f. Phys.  92~ 337 (1934); P. JORDAN, Zs. f. Phys.  93, 464 

(1935), 98, 709 und  759 (1936), 99, 109 (1936); t~. DE L. KRO~qIG, Physiea 2~ 
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9) E. F~MI ,  Zs. L Phys.  88, 161 (1934). 
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electron (being in one of the negat ive energy states 
of Dirae ' s  theory) becomes a neutrino.  Thus a 
'Dirae  hole'  (to be identified wi th  a negative electron) 
and  a neutr ino are  produced. An explicit  calculation 
according to this  theory gives the FeJ~ni 2 formula 
for raAioactive ~-deeay. 

I f  the t ransformat ion (IV) of one particle is 
coupled wi th  the same t ransformat ion (of a socend 
part icle)  in the reverse direction, r corresponding 
interact ion energy is the one postulated by Majorana s 
in order to explain nuclear  eox~stitutlon (exchange 
force nentron-proton) .  

Combining I ,  I I ,  I I I  mad IV,  there is ~ number of 
fur ther  reactions possible which will  be discussed 
elsewhere together  wi th  the  eomplet~ tlmory ~. As 
soon as the neutrino theory of l ight  s van be formu- 
l a ted  in a sat isfaetory way, we have  a maitre T field 
theory,  its field var iable  being a spinor of 16 com- 
ponents. 

E~,'~EST C. G. STtmC~LBERG. 
Iamtitut de Physique,  
Universi t4  de Gen~ve. 

May 7. 

1 Jordan, Z, Phys., 98, 759 (1936), 
* E. Fermi, Z. Phys., 88, 1Ol (1934) ; KonopinskJr and Uhlsllbcck~ 

Phyg. Roy., 48, 7 and 107 (1936). 
* ~ j o r a ~ a ,  g.  Phys., 62, 137 (1933). 
J TO be published In the 11ely. Phys, Aefa. zYot~ added in ~roof: It 

seems worth while to point out that combinatiots between (1) and 
(lII) or between (I|) and (IV) which lead to destruction of heavy 
particles, cannot occur ffthe negative electron and the positive proton 
are hoth considered as tru~ partie/e~ (being the ol)!aosite of the 'holes" 
or antiparticles in Dlrac's theory}. 

L. de Broglie, "'Une nouve/le conception dr la blmi~re'~ Actuallt~ 
seient., Hermann, Paris (1934). Fal%her progress has boca accom- 
plished by Wentzel Jordan Kronig and Scherzer ; for referetle~l 
compare Jordan tel i and Z. Phys., 99,112 1936). See also Kronig, 
~IAIURE, laT, 149 (1936). 

Radioactive ~-Decay and Nuclear  Exchange Force 
as a Consequence of a Uni ta ry  Field Theory  

THE hypothesis is pu t  forward tha t  posit ive 
electron, neutr ino,  posit ive proton and neutron are 
four different quan tum states  of one elementary 
part icle.  Such an assumption would be t r iv ia l  mfless 
t ransi t ions between the different s tates  occur. I t  is 
required t h a t  Dirae ' s  equat ion follows from the  
theory,  and tha t  the  conservation law of electric 
charge holds, so only a small  number  of t ransi t ions 
are  allowed. I f  in addi t ion we satisfy a cer ta in  
symmet ry  condition (corresponding to the  conserva- 
t ion law of Jordan ' s  neutr ino charge 1) the number  
of possible processes is fur ther  reduced. The per- 
mi t t ed  transit ions a r e :  

(I) positive electron ~ neutr ino 
(II)  positive electron .~ neutron 

( I I I )  positive proton ~,~ neutrino 
(IV) posit ive proton ~- neutron.  

Any one of these t ransmuta t ions  can occur only if  
another  one of them takes  place in the reverse 
direction. 

Process (IV) (from r ight  to left) and  (I) (from lef t  
to r ight)  give rise to a t r ansmuta t ion  of a neutron 
into a proton, while s imultaneously a posit ive 

�9 1936 Nature Publishing Group 
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Art i f ic ia l  I~dioact iv i ty  giving Continuous y -~d ia t l on  

IN m a n y  ~ c s  of nuclear t r a a s f o r ~ t l o n ~ ,  unstable 
nuclei arc  obtained which break down emitting 
posit ive electrons (~+-deoay). Because this nucleus 
is surrounded by  orbital  negagive electrons, the 
posit ive electron produced can reeombLue with one 
of  the  negat ives  g iv ing rise to a y . ray  quartttml t. 
The force responsible for rocombinatlon is propor- 
t ional to  e (electronic charge). The probability of 
such a recombinat ion thus  involves the  factor s t. 
Therefore the  ratio of  the  probabil i ty of  observing a 
y-ray  quan t um to tha t  of  finding a positive electron 
m u s t  be of the  order of  magtf i tude sS/he~lO -z (s~lho 
being the  only dimensionless number  which can be 
formed f rom c, the  P l ansk  constant  h mid the  velocity 
of  l ight  e). 

We  conclude tha t  any  ~ + -emission m u s t  be accom- 
panied by  a weak  y-radiation. I n  analogy to the 
theory  of optical dispersion, we can consider the 
decayed nucleus plus the  (positive and nsgetivo) 
electrons as an  tnterrnediate state. I f  a transition from 
the initial state (non-decayed nucleus plus orbital 
electrons} to the  final state (decayed nucleus plus a 
y-ray  quantum)  is energetically possible, such a 
t ransi t ion can occur even ff the  energy is too small 
to reach the  intermediate state (decayed nucleus 
plus posit ive electron plus orbital  electrons). 

Artificial B + -act ivi ty occurs, i f  the  onsrgy difference 
between the  decayed and  the  undceayod nucleus is 
greater  than  mc s. Emission of a continuous y-roy 
spectl~lm (not accompanied by  ~+-omission) shouJd 
be observed i f  this  energy difference is less than me t, 
bu t  grea ter  t h a n  --me s. The moan life of such a 
y-active nucleus is about  a thousand times longer 
than  t h a t  of  a ~+-act ivc nucleus. I t  seems worth 
while to look for this  new form of  radioactivity. 

�9 1936 Nature Publishing Group 
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Note added in proof : Only in one of 137 cases of 
decay is a y-quantum emit ted.  In  all  o ther  eases 
an  unobRErvahlo and monoehrematic  neutr ino radia-  
t ion appears.  Prof.  W. Pau l i  remarked  in a discus- 
sion tha t  th is  radia t ion mus t  be followed by emission 
of the  character is t ic  X- ray  spectrum of the  a tom 
preceding the  unstable e]ement in the periodic system. 
A complete account  will  be published in the Hdv.  
Phys. AcCa. 

E.  C. G. STUECKELBERG. 
Ins t i tu te  of  Physics, 

Univers i ty  of  Geneva. 
May 7. 

1 Bloch and Moiler, NATURE 188, 911 (1935); M. Fierz, Helv. 
Phys. At'Ca, 9, 245 (1936); G. Ruiner, Soup. Phys., 9, 317 (1936 . 
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Ober die Methode der physikalischen Naturbeschreibung. 

Von 

E. C. G. Stueekelberg, Genf. 

Wenn es zu den Aufgaben der Philosophie und der wissen- 
schaftlicher Theologie gehSrt, das Warum and Wie unserer Exi- 
stenz und ihrer Umwelt zu ergriinden 7 so muss als ihr Ausgangs- 
punkt  eine vollst~ndige und m~gliehst iibersichtliche Beschrei- 
bung unserer Empfindungen vorliegen. Einen Teil dieser Emp-  
findungen fassen wir unter  dem ~amen  Sinnesempfindungen 
zusammen. Ob ein solcher Ausschnitt genau abgegrenzt werden 
kann, soU hier nicht untersueht  werden. Es kann sogar mit  
gewisser Berechtigung behaupte t  werden, dass eine Unter-  
teilung gar nich~ streng durchfiihrbar ist. Der schon in tier 
Philosophie der Antike uns entgegentretende Gedanke,  class 
die Welt nu t  in ihrer Oesamtheit  verst~ndlich sein k~nn, 
kommt  sieherlieh der ~u n~her als die philosophischen 
Systeme des verflossenen Jahrhunderts ,  welche gl~ubten) dass 
alles aus unseren materia.listisehen Erkenntnissen heraus erkl~rt 
werden kSnne. Die Entstehlmg dieser Systeme, ieh denke z. B.  
an--den--Monismus H-~CKEr~S, erkl~rt sieh aus der  Hybr is ,  
welche die Reaktion der Philosophie auf die bedeutenden Erfolge 
der ex~kten lqaturwissenschaften War. Die ebenf~lls nieht zu 
untersch/~tzenden Fortschri t te  unserer heutigen Kenntnisse auf  
diesem Oebiete zwingen die ~aturforschung eher zu einer 
immer steigenden Bescheidenheit den ,,Weltr~tseln" gegen- 
iiber, deren letzte Konsequenz vielleicht darin liegen wird, 
d~ss sie die eingangs der Philosophie und Theologie zugewiesene 
Aufgabe als-unl6sbar bezeiehnen muss. 

Wit wollen eine zweite Unterteilung unserer Sinnesemp- 
findungen vornehmen in solehe, welche yon der be lebten  und  
in solehe) welche yon der unbelebten Umwelt hervorgerufen 
werden. Hier ist die Trennung vielleieht noeh problematiseher  
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sls die bereits vorgenommene, da der Begriff der letzteren 
K,~t~gorie yon Sinnesempfindungen die Person des Beob~chters, 
der sicher der belebten Welt angehSrt, und die unbelebte Umwelt 
in sich schliesst. Eine gewisse Rechtfertigung zu dieter Tren- 
nung besteht m .  E .  nur d~rin, dass einige Erfi~hrungstatsachen 
sich durch die ,,u~,belebte Materie" besehreiben lsssen. Die Auf- 
gabe der Physik - -ode r  besser uu.~gedriickt der physikslischen 
~ t m . b e s e h r e i b u n g -  i.~t es d~n~a, ein mSglichst iibersichtliches 
System yon Aussagen aufzufinden, aus welchen mi~ Hilfe 
logischer Deduktion diesc Sinneseindriicke beschrieben und 
insbesondere such vorausgessgt werden kihmen. Die Physik 
ist somit ein sowohl in bezug suf die gestellte Aufgabe wie ,~uch 
in bezug auf da.s ihr zugewiesene Gebiet susserordentlich 
beschrfia~kter Ausschnitt sus der Philosophic. 

D~s Suchen n,~eh dieser Form der ~aturbeschreibang 
bliekt ,~uf eine Jshrtausende alte Entwicklung zuriick. Wenn 
wit trotzdem auch heute in diesem begrenzten Aufg~benkreis 
noch welt yon einer beffiedigenden LSsung sind, so ist die 
eingangs erw~hnte Bescheidenheit sicher die einzige richtige 
EinsteUung der Forschung. 

Vielleicht darf ich hier eine zur Zeit oft diskutierte Frage 
der Erziehung des exakten ~N~turwissenschsftlers streifen. Ds 
die Voraussetzung jedes Umschreibens die Beherrsch~g des 
logischen Denkens und 4er Sprache" ist, so mSchte ieh 1)ersiin* 
lich dss humanistisehe Gymnssium in sehmr jetzigen Form als 
die beste Vorbereitungsschute bezeiehnen. Seine, (lurch alas 
"Wort ,,Gymnasion" definierte .Aufgabe der turnerischen Schu- 
lung des Geistes dureh Umgsng mit den Sp~achen und der 
Philosophie der Antike hslte ich fiir wesentlich wichtiger sls 
eine vielleicht quantitstiv gri)ssere Kenntni~ yon Erfahrungs- 
t~tsaehen der 1~aturwissenschaften tier ~euze[t. $_a der )I~the- 
mstik sehe ich eine organisehe ~u (ler Philologie 
un4 Logik, welcher wit dsher  in ihrer zeitlichen Folge~ und 
wegen zeit~ikonomischen Griinden such in bezug auf ihre 
Stundenzshl nur die zweite Stelle im Lehrplan der Schule 
zuweisen kiinnen. - -  Der Physikunterricht des verstorbenen 
Herrn H. u am Bssler humsnistischen Gynmssium, dem 
eine Anzshl yon Bsslern die hnregung z u m  Studium der 
Physik verdsnkt,  vermittelte uns Schiilern (lurch seine Be- 
sehriinkung auf einige wenige einfsche u un4 deren 
theoretische Beschreibung dss "Wesen des naturwissenschaft- 
lichen Denkens in vorbildlicher ~reise.  



224 Stueckelberg's Selected Papers 

Physikalische Naturbesehreibung. 183 

Kehren wir nm~mehr zur Definition des BegTiffes , , i i b e r -  
s i ch t . l i ehe  B e s c h r e i b u n g "  zuriick. Als Sy-nonym zu diesem 
Wort empfinde ich den Ausdruck , , T h e o r i e " .  

Den Begriff der , ,Beschreibung" erfiillt sicher jede z . B .  
chronologisch geordnete Aufzeichnung yon Simlesempfindungen 
oder  Beobachtungen. Fiir  die Gesamthei t  aller dieser Aufzeich- 
nungen w011en wir den Begriff  der , , E r f a h r u n g "  einf i~ren.  

Die. ,iibersichttiche Beschreibuog odor Theorie" besteht  
domgegenfiber aus einer Reihe yon S~tzen. Sie ist umso iiber- 
sichtlicher, je weniger S~tze sie enthglt .  Die Kurzschrif t  
r mat  hematischen Formel  erm~glicht uns S~tze in eine 
iibersiehtliche Form zu kleiden, welche, aUein mit  sprachlicher 
Ausdn~eksweise geschrieben, mehrere Druckseiten fiille~ wiirdem 
/V[i~ Hilfe tier logischen Operationen, die wit  als Gegebenheiten 
anerkennen wollen, k6nnen wir ~us diesan S ~ z e n  weitere 
$~tze ,~bleiten bis wir zu einer Aussage kommen,  deren Objekte 
mehr oder weniger direkt  uasere Sinnesempfindungen sind. 
Logik lind Syntax,  welche ja  zum Aufg~benkreis der Philologie 
geh6ren, erscheinen mir  d~rum ~ls Voraussetzung zur Mathe~ 
m~.tik, wenn nicht sog,~r ,~ls mi t  ihr iderttische Begriffe. Wenn 
n~mlich der Satz ~nst~t~ in der Form einer synt~ktisohen 
Konstnlkt ion ~ls Formel geschrieben i~t, so t r i t t  die mathe-  
m~tische Deduktion an Stelle der logischen Operation. 

An eine Theorie k~innen wir eine F r ~ g e  riehten. Z. B, 
an eine Theorie r Schwere die Frage:  ,,W~s geschieht~ wenn 
ich einen Stein in die Luft  werfe".  /~it Hitfe der erw~hntea 
Oper~tione]l liefert sie mi r  einen Antwortsatz~ den ich k u r z  
die mls der Theorie folgenele A n t w o r t  nenne. Als Kr i te r ium 
einer Theorie wollen wir ihre 2 ~ i c h t i g k e i t  bezeichnen. Sie 
ist r i c h t i g ,  wenn die Antwor t  ~uf die gestellte Frage  
mit. der Erfahrung fibereinstimmt. Sio ist f a l s c h ,  wenn 
sieh die Antwort nicht mi t  unserer Beob,~chtung deckt. Auch 
den Begriff der Frage mfissen wit  n~her umschreiben. 3Ian 
(tarf der Theorie nur  s i n n v o l l e  Fragen stellen. Don Begriff 
tier sinnvoUen Frage umschreiben ~4r d~durch, d~ss auf ihre 
Antwort  dus Kri ter ium ,,Rio, brig'" oder ,rFa/seh!" anwendbar  
ist. Ei~m richtige. Frage b rauch t  hingegen nicht unbeding~ 
mit  m~serer Effahrung vergleichb,~r zu sein. Die Frage z. B, 
wie gross ist der Absta~d der  Erde yon der Sonne am Mi t t ,~  
des 2. Januar  1940 ist sinnvoI1, wenn wit  eine Operat ion 
angeben k6nnen, welehe uns den L~ngenbegriff an diesem 
Da tum zu messen gestat te t .  I m  oben angefiihrten BeispieI 
ist die A~twort auf die l~rage der Bewegung des geworfenen 
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Steines: ,,]~r beschreibt eine durch Anf~ngsrichtnng und An- 
fangsgeschwindigkeit best immte Parabel"  richtig~ solange wit 
den Stein nieht zu weir wer'en. Flieg~ er n~mlich sehr wei~ 
so wird seine Balm zu einer der Planetenbewegung analogen 
]~llipse. Eine Sehweretheorie, welehe sowohl Planetenbewegung 
~vie Wurf umfasst,  hat  somit einen weiteren Giiltigkeitsbereieh. 
Jeder  der beiden Theorien ist aber in ihrem Giiltigkeitsbe- 
reich richtig. 

AIs weitere :Eigenschaft muss eine Beschreibung die i n n e r e  
W i d e r s p r u c h s l o s i g k e i t  besitzen. Fo]gea n~mlich dureh ver- 
schiedene 0per~tionen sieh gegenseitig widerspreehende 8~tze 
welche Antworten auf sinnvolle ~'ragen darstellen, so ist die 
Theorie keine riehtige l~aturbeschreibung. 

!. Die Eii|enschMt der Kovar[anz einer Theorie. 

Als Ursaehen maserer Empfind~xagen fiihren wir den Begriff 
des E r e i g n i s s e s  ein. Ein solches finder s ta t t  an einem O r t ,  
welchen wit  durch die Operation der ~[essung dreier Z~hlen 
(Coordina$en) ermitteln. Solche sind zum Beispiel die Abstgnde 
des Ortes vom Fussboden und yon zwei zuein~nder senkrechten 
Wfi~den eines rechtwinkligen Zimmers. Die drei Zahlen wollen 
wir mit  xl~ x~  x3 bezeichnen. Den Ort desselben Ereignisses 
kSnnen wir ~ber auch dutch die Abst~nde yen  drei auderen 
zu einander senkrechten Ebenen (z. B. denen eines auderen 
Zimmers) festlegen. Dabei k6nnen diese neuen ]~benen (neues 
Coordinatensystem) beliebig gegen das ~lte versehoben und 
verdreht  sein. Bezeichnen wir die alten Coordinaten des Ortes 
in ihrer Gesamtheit  durch das Symbol  x~ (i = 1 ,  2, 3) und die 
neueu dhrch x~' (i = 1, 2, 3), so gibt es  eine Rechenoperation 
der Geometric, welche uns gestat tet  die x 4 durch die x~ ~us- 
zudriicken. Diese Operation nennen wir Coor dina~en~rans- 
lorma$ion. Wit wollen sic /lurch das Symbol  

x,' = a (x~) ( 1 . 1 )  

daxstellen. Zur ]~estlegung des l~reignisses brauchen wir ferner 
die Zeit~ welche wir dutch das Symbol  $ d~rstellen. 

D~sselbe Ereignis kann aber  ~uch etw~ yon drei Ebenen 
eines bewegten Fahrzeuges betrachtet  werden. Aueh bier 
haben wir drei Zahlen~ welche den Ort  beschreiben. U m  sie aber 
aus den x~ zu berechnen, brauchen wit zu jeder Zeit eine andere 
Operation. Wir drficken d~s symbolisch durch 

Xi' = b (x,, ~) (1.2) 
wo b die entsprechende Operation bedeutet .  
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Eine Theorie fist covariant in bezug auf die Gruppe einer 
Coordinatentransformation, wenn ihre S~tze in Mien Systemen, 
welche durch eine Transformation cler betr~chteten M~nnig- 
faltigkeit yon Operationen uuseina~nder hervorgehen, die gleiche 
Form haben. 

Als Beispiel wollen wir wieder das eingangs erwi~hnte Gesetz 
der Sehwere betraehten. Die jeweilige Geschwindigkeit des 
Steines oder besser ges~gt des ~a~senpunktes wird dutch drei 
Gesehwindigkeitskomponenten vx, v2, v3 festgelegt, welche wit 
wieder ~ls Vergriissertmg des Absta~des des tMnktes vom Fuss- 
boden lmcI zwei zueina~der senkreehten Wii~den beob~chten. 
Damn l~utet dug Gesetz dex Schwere fiir diesen ~assenpunkt :  
Die ~.ndertmg yon v 1 pro see. fist immer gleich gross. Bezeichnen 
wir sie mit ~ ,  so l~ut, et dieser Satz 

g~ fist eine feste Z~hl. Die _;imderung pro see. ~)~ der Ge- 
schwindigkeitskomponente v2 ist ~ul l ,  oder v~ i~ndert sieh nicht. 
D~sselbe gilt ffir v s. Besehreiben wit  ~ber das Schweregesetz 
yon einem verdrehten Zimmer uus, dessert Fussboden einen 
Winkel mit der horizoutalen Ebene bildet, so l~utet das Gesetz: 
Die ~ndertmg jedes einzelnen der v~' per sec. ist gleieh drei 
verschiedenen Konsta~ten --g~'. 

;:~" = --gi" (1.3) 

Aus geometrfischen Griinden wfissen wir, dass die v,' und 
die ~ '  sich dutch 4icselbe I) Operation (1.1) aus den v, reap. t~; 
errechnen lussen wie die v,' ~us den x~. D~mit ~lso (1.3) formal 
in jedem Coordin~tensystem, welches dureh eine Gruppe der 
Transformationen (1.1) ~tts dem ursprtinglichen Coordin~ten- 
system hervorgeht, seine Gtiltigkeit beh~lt, mnss sich ~uch 
g~' ~us g, mit Hilfe der Oper-~t.ion a errechnen l~ssen. 

g,' = a (gD (1.4) 

Andcrerseits gibt es Z~hlen, Wie die Zeit, die )fasse des 
Steines, oder der Abstand zwischen zwei Punkten,  welche 
ihrem Wert beim ~bergung yon einem System zum undern 
behMten. Wir nennen diese GrSssen Ska2are. Komplexe yon 
GrSssen wie (g~, g,, ga) oder (vt, v,, va), welche in jedem Koordi- 
nutensystem verschiedene Werte besitzen, und die durch die 
Operution (1.4) ~useina~ader hervorgehen, hefissen Ve~oren. 
Der Vollst~ndigkeit h~lber sei noch erw~hnt, dass es kompli- 
ziertere Gebilde gibt~ welche den ]flamen Tensoren tragen und  

*) his suf sdditive, die Parallelverschiebung, dsrstellende Konstsnt~n. 
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die aus Zahlengruppen P~k, d. h. Komplexen Pn, Pz2, . . .  Pan 
bestehen. Aus ~hnlichea Betrachtungen folgt auch ein Gesetz 
der Umrechnung der p~  im ersten Zimmer auf  die p~e' eines 
neuen Koordin~tensystems. Diese Operation bezeichnen wit 
symb01isch dureh an, so dass wir die folgenden Umreehnungs- 
gesetze oder Transfornmtionen fiir Skalare, Vekto~n und 
Tensoren hinschreiben kSnnen: 

Sk~lar . . . . .  . ~n' : m 
Vektor . . . . . .  g /  := a (gd (1.5) 
Tensor . . . . . .  p~" = aa (p~) 

Die Theorie der Schwere (1, 3) lauget in jedem raumfesten 
System gleich, weil sie Vektoren gleieh Vektoren setzt und 
d~her ihre Form und Aussagenmannigfaltigkeit beibehglt, wcnn 
auf beiden 8ei~en der Gleichung dieselbe logisehe Operation 
angewendet wird. ~,Vir drficken diese Tatsaehe aus dureh den 
8atz : Die Theorie is* kovariant in bezug au I die Tran.sJormatio~- 
gruppe a. 

Diese Aussage tiber die Kowrianzeigensehaften ehmr 
Theorle geh6rt mit zu ihrem wiehtigsten Inh~lt. Eine bestimmte 
Erfahrung, n~mlieh dass die Beobachtungen ~n physikalisehen 
KSrpern in jedem Zimmer iiberei~stimmen~ beschreibt die 
Theorie durch diese K o v a r i a n z e i g e n s c h a f t .  

2. Die ~[eehanik der physikalischen K~rper. 

Als Ursache unserer in dieses Kapitel der Physik gehSrenden 
Sinnesempfindungen ordnen wir jedem Tefl des Raumes den 
Begriff der M~terie zu. Die 5[ateriequ.a.ntit~t, welehe wh" 
pro cm 3 antreffen, driieken wit dutch eine Zah2, die M a t e r i e -  
d i c h t e ,  aus. Sie ist offenb~r ein 8 k a l a r .  Die 3fechanik is$ 
die Beschreibung des Ablaufes der Vorg~n~e, welehe eintreten~ 
wenn ich diese ~aterie  durch einen Stoss, Dl:uck oder Zng 
beeinflusse. Diese Gesehehnisse ~ussern sich dureh eine Ver-  
s c h i e b u n g  de r  M a t e r i e p n n k t e .  Ich n~nsr also je4em 
~$ateriepunkt, dessen :Bewegung ich verfolg, ran, eine Ver- 
schiebung, ehm Geschwindigkeit und eil ;eschleunig: :W 
( =  Geschwindigkeitsfi~aderung per sec.) zuor~ ~. Diese let~ ,-I1 
drei Grtissen haben naeh den Betraehtlmgen t~es letzt, ~ "'ar~- 
gr~phen offenbar V e k t o r e h a r a k t e r .  Wir bezeieh~, ae mit 
s~, ~ und ~ oder aueh alle drei zus~mmen durcli s,. ~,, Sk~l~r 
der Dichte wollen wix k nennen. Der Druck und Zug, welcher 
auf ein einzelnes ~[~teriesttick eizlwirkt mlcl (hql wir in dem 
Weft  S p a n n u n g  zusammenfassen, ist ein T e n s o r  P,u- 
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~ u n  liefert uns die Purfl{tmech~nik, deren Giil t igkeit  wir 
am Wurf und an der Bcwegung der  t t lmmelskSrpcr  gepriif t  
haben~ ein erstes Sys tem kov,~ri,~nt.er Beziehungen, welches 
wir symbolisch dutch 

~I  (k,  ~,, p,~) = o ( 2 . 1 )  

darsteUen. Dass ,~ueh soleh eine Beziehung zwischen Sk~laren~ 
Vektoren und Tensoreu kovuri~nt  sein kunn, beruht  auf gewissen 
Eigenschaften des Kovurianzbegriffes.  M~n k~nn durch be- 
st immte Opcrationen aus Ska.l~ren, Vektoren und Tensoren 
bilden und umgekehrt. 

Dieses erste Sys tem yon S/~tzen ha t  universelle Giil t igkeit  
fiir jede Art  von ~ t e r i e .  Es geniigt  ~ber noch nicht  zur Be- 
schreibung der Erseheimmgen. ~u miissen ein zweites Aggreg~t 
yon Beziehungen haben, welches einen neuen Skal,~r, die 
Temperatur T br~ueht, und welches fiir jeden Stoff (Luft, 
Wa.sser, Eisen, Schwefel etc.) verschieden h~utet. Ein solches~ 
ftir die versehiedenen ~ater ieerscheinunger t  verschieden l~uten- 
ties Gesetz, wollen wir ~ls phgnomenologischc Theorie bezeiehnen 
und ihre S/itze durch, da.s Symbol  

M P  (k~ T, s~, Pik) ~- 0 (2.2) 
d,~rstellen. 

Die Kovarianz gegenfiber der  Gruppe  der r/iumhehen 
Koordinutent~nsformat ionen (1.5)  ist  dutch die tensorielle 
Sehreibweise gew/ihrleistet. Da  ~uch in einem mit  gleictffSrmiger 
Gesehwindigkeit bewegten :Fahrzeug die Beobaehtungen der 
Mech,~nik denselbe~ Verlauf zeigen~ so mfissen die ~ormeln ~uch 
gegenfiber der Gruppe dieser Tra.nsform,~tionen~ welche einen 
speziellen Anteil oder Untergr~lppe tier Operat ionen b (1.2) 
bilde~, kov~ri~lt  sei~. 5L~n bezeichnet, diese Gruppe als die- 
jenige der Galileitra~]orm.a$ion, en. 

3. Die  Elektrod:,~nantik. 

Auch die elektrischen Erscheinungen iinssern sich in 4er 
Beobachtmlg tier Bewegung yon iVfaterieteilen, welchen ~ wir 
hiezu noch ehm weitere skal~re Eigenschaft~ die e l e k t r i s c h e  
L a d u n g s d i e h t e  ~ und eine vektoriel le Eigenschaft ,  d ie  
e l e k t r i s c h e  S ~ r o m d i c h t e  J ;  zuordnen mfissen. Ent -  
sprechend den mechanischen Spa~mungen miissen wir such 
gewisse weitere vektorielle Grfssen einfiihren~ die wir in vielen 
Fi~llen durch einen Skah~r r trod einen Vektor  A~ darstellen 
kSnnen. Die mechanische Grundgleichung (2.1)  un4 die. 
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m e c h a n i s c h  phi~nomenologische Gleichung (2 .2 )  e n t h a l t e n  d a n n  
n e b e n  den  mechau i s chen  Symbolen  noch  diese n e u e n  Zeiehen,  
so (L~ss wir  als mechan ische  Bez iehung  

M (k, st, P,k, 5, J,,  O, At) = 0 (3 .3)  

u n d  als mechan i sch  phfi~omenologische Bez iehung  

M P  (k, T, s~, Plk, 5, J;, ~,  A t ) ' ~  0 (3 .4)  

schre ibcn  miissen. Zu r  vol ls t~ndigen Besch re ibung  b r~nchen  
wir  noch  zwei wei tere  Sa tzsys teme,  deren  ers tes  wieder,  wie 
die mechan ische  Beziehung,  universel le  Gii l t igkei t  besi tz t ,  
u n d  , , / ~ I a x w e l l s c h e  G l e i e h u n g e n "  heisst .  F, in  zweites 
Aggrega t  h a t  ~vieder den  phgmomenologischen Charak te r .  W i t  
s te l len diese be iden  Sys teme (lurch 

E (5, J~, O, A J  = 0 (3 .5)  
u n d  

E P  (k, T, st, Pt~, 5, J~, ~,  A , ) =  0 (3 .6)  

dar .  1) Das  L ich t  u n d  die Her tz schen  Wel len  lassen sieh als 
A u s b r e i t u n g  yon Wel len  A:  und  ~5 im K o n t i n u u m  des R a u m e s  
beschre iben ,  wie de r  Sehal l  du reh  s~ u n d  ~o in tier Mater ie  d~r- 
s te l lbar  ist .  

I)am re in  mechau i sche  Sys t em und  das  re in  e lek t rodyna-  
misehe  S y s t e m  yon  SStzen h a b e n  n u n  eine gewisse Analogie.  
I n  be iden  sind die a u f t r e t e n d e n  Gr6ssen R a u m  u n d  Zei t funk-  
t ionen ,  d . h .  sie h a b e n  a n  j e 4 e m  Or t  zu j ede r  Zei t  b e s t i m m t e  
Wer t e .  W i r  n e n n e n  solche Gr6ssenFelder .  Die r e in  mechau i schen  
Gr(issen, sowie aueh  die e lek t r i schen  E igenscha f t en  tier iKaterie ~o, 
u n d  J~ h a b e n  n u r  a n  den  Or t en  yon  Nul l  versch iedene  Wer te ,  
wo sieh Mater ie  bef in4e t .  Den  e. m : )  Gr6ssen h ingegen  m~ssen  
wir  auch  in den  mate r ie losen  Gebie ten  yon  Nul l  versehiedene  
W e r t e  zuspreehen .  A u e h  bes tehen  gewi~se Analogien  tier 
m a t h e m a t i s e h e n  F o r m :  Tensoreharak te r ,  Differenr 
~ a h w i r k u n g  u . a . m .  Es  e n t s p r a n g  dahe r  e inem Bedi i r fnis  
de r  Vere in fachung  unse re r  Besehre ibung ,  die be iden  Phi~nomene 
$ ~ a t e r i e  und  e . m .  F e l d  u n t e r  e inem G e s i c h t s p u n k t  zu ver-  
einigen.  So e n t s t a n d e n  im le tz ten  J a h r h u n d e r t ~ t h e r t h e o r i e n .  

Wie wi t  d e m  als Mater ie  in  E r sehe inung  t r e t e n d e n  Kont i -  
n u u m  oder  Fe ld  den  N a m e n  ~ a t e r i e  geben,  so g a b  m a n  d e m  

l) In Wirklichkeit gibt eine Beschreibung des e. m. Feldes durch A~ und 
nicht den Zerfall in ein allgcmeines ((3. 3) un4 (3. 5)) und in ein phgmomen- 

ologischcs I3.4) und (3. 6) System yon Beziehungen. ~Nur die Beschreibung des 
e.m. ~eldes (lurch vier Vektoren E~. B~, D~ und H~ erlaubt diese Trennung. 
Die Formcln ((3. 5) und (3. 6)) haben also lediglich symholische Bedeutung. 

z) e. m. steht im folgenden als Abkiirzung fiir ,,elektromagnetisch". 
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Kont inuum des materiefreien Raumes, dessert Ausserungen 
d~s Fel4 r uud A~ ist, den I~amen ~ t h e r . "  Eine Reihe yon 
Beschreibungsversuchen setzte es sich zur Aufgabe, die Ather- 
eigenschaften ~us den ]Katerieeigenschaften zu erkl~ren. Wi t  
diirfen diese Theorien heute a.ls aussichtslos bezeichnen, haupt-  
sgchlich da diei~terieeigenschaften sicher nicht vollstgndig dutch 
die Beziehungen M u n 4  MPgegeben  sin4. Andere Bestrebungen7 
welche uns auch heute noch besch~ftigen, woUen die l ~ a t e r i e -  
e i g e n s c h a f t e n  aus  d e n  3 [ t h e r e i g e n s c h a f t e n  erklgren. 
Auf diese Ideen werden wir zuriickkommen. 

Betrachten wir die Kovarianz der Gleichtmgen~ so sind, in  
~bereinstimmung mit der Erfahrung, sowohl die mechanischen 
-~Tie die e .m.  Sgtze kovariant  in bezug auf die rgumlichen 
KoorclLuatentransformationen. Sieht man abet die Erde als ein 
Fahrzeug an~ das bei Betr~chtung kleiner R~umbereiche und  
kurzer Zeitabschnitte (z. B. ein Laboratoriumsr~um w~hrend 
einiger 8ekunden) sicher eine gleichfOrmige Bewegung besitzt, 
die ~ber andererseits am $Iit ternacht gewiss eine andere Richtung 
hat  al8 am Mittag, so zeigen uns die elektrischen wie die mecha- 
nischen l~Iessungen, dass diese Bewegungnicht  nachweisbar ist. Es 
folgt d~raus~ dass in gleichm~sig beweg~en Systemen der Ablaaf 
der ~a~urgesetze unabh~ngig yore Bewegungszustand ist. Die 
Physik im gleichm~ssig bewegten Fahrzeug unterscheidet sich 
nicht  yon der im ruhenden Zimmer. Die Theorie muss r kova- 
r iant  gegeniiber den GaUleitransformationen sein. W~hrend die 
rein mechanischen S~tze diese Eigenschaft haben~ fehlt sie der e. m. 
Beschreibung vollstgndig. ALBERT :E]:I~STEIN schlug daher vor, 
in Weiterentwicklung yon Ideen yon It.  A. LORENTZ, den Fehler 
der Beschreibung in der Form der G~lileischen Transformation 
unstat t  in der Formder e. m. Theorie zu suchen. Eine etwas anders 
gear~etd Umrechungsvorschrift, die Eorent~rac~s/ormation ergibt 
Kovarianz der e. m. Sgtze. Die Kovarianz der mechanischen 
Beschreibung l~sst sich durch kleine Abgnderungen ihrer Grund- 
gesetze erreichem Die Unterschiede zwischen den Antworten 
der galileikovarianten und  tier lorentzkova~ianten ]~echanik 
sind so gering, dass sie sich meist unseren Beob~chtungen ent- 
ziehen. In  den wenigen F/illen, wo sie eine Rolle spielen, ent-  
scheidet die Beobachtung tats~chlich ffir die Richtigkeit tier 
lorentzkovarianten Beschreibtmg. 

Wir erwii.hnen, dass diese s p e z i e l l e  R e l a t i v i t g t s t h e o r i e  
den Vektor x~ mit dem Skal~r t, den Vektor A~ mit  dem Sk~lar r 
und alle audern Vektoren mit  Skalaren zu V i e r e r v e k t o r e n  
(xl, xe, x~, x 0 = ct), (Ax, A~, Aa, A 0 : r  zusammenfasst~ 
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welche d~nn ihrerseits beim U~bergang yon einem System zu 
einem gleichfOrmig bewegten System einer Gruppe von Trans- 
form~ionen unterworfen sind, die eine zu (1.5) sehr analoge 
Form hat. Aueh in diesem v i e r d i m e n s i o n a l e n  R a u m -  
Z e i t : K  o n t i n u u m  k~nn man d~nn wieder Skal~re, Vektoren 
and Tensoren definieren. 

4: Die Atomlst ik.  

Als philosophisehe These, o]me jeden Yersuch physikalische 
F, rscheinungen zu beschreiben, wurde die Theorie des Aufbaues 
der SL~terie aus kleinsten, unteilbaren Teilehen, schon im Alter- 
rum yon DE~m~ITOS ~usgesprochen. Das Gesetz der konstan- 
~ n  Proportionen der ehemischen Verbindungen konnte dutch 
DALTO~ (1808) vermittels dieser Atomtheorie beschrieben 
werden. Die Atome Daltons sind die kleinsten Bestandteile 
der chemischen Elemente. Denken wir uns bestinunte Grup- 
pierungen aus versehiedenen Atomen, welehe irgendwie zusan:- 
mengehalten werden, so haben wit ein Moleki~l vor uns. Eine 
homogene .~Iaterie, welehe nieht chemisehes Element ist, denkt 
sich dann Dalton aus vielen gleiehartigen ]lIolektilen aufge- 
baut  in gleicher Weise, wie eine Elementsubstanz aas vielen 
gleiehen Atomen. Aus dieser Beschreibung folgt das Gesetz 
der konsta.nten Proportionen. 

Die ~tomistische Beschreibmlg wurde yon CLA~'Sr~s, 
MAxwv.r~r. und BOLZ~AN~- im letzten J~hrhundert d~zu ver- 
wendet, um die ph~nomenologisehen Beziehungen der )Iechanik 
(2. 2) fiir gewisse Erscheinungsformen der )Iaterie a.us den allge- 
meinen Prhmipien der Punktmechanik ubzuleiten unter  Hinzu- 
ziehung der ~Vahrscheinlichkeitsrechnung mad der Statistik. Sie 
ist unter  dem Namen kinetische Gasthearie eine der fruchtbarsten 
Beschreibungsmethoden der physikahschen KSrper geworden. 
Im Moment ihrer Aufstellung war ihr Zweck lediglich der 
Ersat.z der vielen ph~nomenologischen Beziehungen (lurch ein 
allgemein gtiltiges System yon S~tzen. Die phiinomenologischen 
Griissen, wie Diehte, Temperatur, Volumen, ~aterieverschieb- 
ungen und  Spannungen etc. erkl~rten sieh dnrch statistische 
M_ittelbildungen fiber mechanische GrOssen der als ~Iassen- 
punkte oder staxre Kugeln beschriebenen ~[olekfile. Sobald ~ber 
die Physik die • hatte, die yon gasfiirmiger ]k[aterie ver- 
ursachte Bewegung kleiner fester KSrper (Stgubehen) zu 
beobachten~ so lieferte die Atomistik die richtige Beschreibung 
dieser neuen Erscheinung, w~hrend die phfi~omenologischen 
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Beziehungen zu falschen ~esul ta ten fiihrten. (Bro,am'sche 
Bcwegung.) 

Von H. A. LOR~.~TZ wurde das an~loge Programm der 
Zuriickffihnmg der ph~inomenologischen Beziehlmgen der Elek- 
trodym~mik uuf die Bewegung von E l e k t r i z i t ~ t s a t o m e n  
durchgeftthrt. Auch bier zeigte sich bald der Vorteil der atomuren 
Beschreibung, du Erscheinungem wie die K a t h o d e n s t r a h l e n  
und K a n u l s t r a h l e n  Wirkungen erzeugten, welche wit tmbe- 
dingt den ei~zel~en Elektrizit~tsatomen zuschreiben miissen, 
wic ~ r  die Bewegtmg yon St~ubchen in Galen als Wirkung 
der ~[aterieatome beschreiben. 

Beob~chtungen und Beschreibtmgsversuche yon RU' , '~R- 
FOR]), Bom~ un4 SO~mR~LD kl~rten die Beziehu~g zwischen 
den Materieatomen u~d den Elekt~iziti~tsatomen: .~Tir miissen 
uns n~mlich die Atome tier ~f~terie als aus Elek-trizitiitsatomen 
zusammengesetzt denken. Bin  !~/iaterie~tom besteht aus einem 
positiv elektrisch gel~denen Kern, der praktisch die gesamte 
M~sse des Atoms enthSlt and  dessert Dimensionen rtmd 100000 
mul klehaer shad ~ls die  Atomdimensionen. Die Elektronen, 
wic wir (lie negutiven Elektrizit~ts~tome heissen, haben eben- 
falls ehaen so kleinen Durchmesser und eine fund einige t,~usende 
real kleinere Y[asse. Durch ihre Bewegungen erfiillen sie den 
R~,um des Atoms in ~hnlicher Weise wie die Gasmolekiile den 
R~um eiaes Gefiisses. Vi~en_n hingegen die kinetische Gastheorie 
die  phii.nomenologischen Beziehu_ugen tier Mechanik der Gase 
auf Grund der P~mktmecha.nlk ohne Hinzuziehung weiterer 
Hypothesen ableiten kann, so scheiterten die analogen Ver- 
sucho yon Bo]z~ und Sos~El~X~zm, aus einer k i n e t i s c h e n  
G ~ s t h e o r i e  der  E l e k t r o n e n  alas Yerlmlten der Atome in 
ihren gegenseitigen Wechsehvirkungea ~md ihren Einwirkungen 
aiff das e.m. Feld zu besc~reiben.  Die Grandlagen zu einer 
solchen Beschreibung mussten is,  mangels a~aderer Kennt~isse, 
dcr Athermechanik der ~[axwellschen Gleichungen ~md den 
S{i.tzen (ler Punktmeeha.nik entnommen werden. Nur einer mit  
Widerspriiehen behafteten Quantentheorie gelang der Yersuch 
einigermassen. 

Nachdem die Kontinuumsphysik der )Iaterie durch das 
Atom und dieses durch die Theorie tier positiven Atomkerne 
und des Elektrons ersetzt war, zeigte die Beobaehtung tier 
T e m p e r ~ t u r s t r a h l u n g  und des l i c h t e l e k t r i s c h e n  E f f e k -  
tes  Erscheimmgen, wele.he sich n]cht aus der Kontinuumstheorie 
des elektrischen Feldes erkl~ren liessen. Beschreiben wit hin- 
gegen die e .m.  Strahlung und  somit auch die Lich~stra~lung 
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als die geradlinigen Bahnen von Lichtatomen, so kSnnen diese 
neuen Experimente richtig wiedergegeben werden. Nun steht 
die Kontinuumsbesehreibung der 1K~terie, welehe zu den Sehall- 
wellen der Akustik fiihrt, in keinem Widerspruch zum atomaren 
Aufbau der KSrper. ]Kau kSnnte also denken, dass eine k ine-  
t i sehe  T h e o r i e  de r  L i e h t a t o m e  (Photonen genaunt) die 
Maxwellschen Kontinuumss~tze ergibt. Dass diese Analogie 
nicht mSg!ich ist, zeigt folgende Uebcrlegnng: 

Bei der Ausbreitung der Sehallwellen fiihren die M~terie- 
atome kleine Sehwingungen um eine raumfeste Gleiehgewichts- 
lage aus. Diesen Schwingungen entsprechen in einer m~kro- 
skopischen Kontinuamsbeschreibung die fortschreitenden Sehall- 
wellenziige der l~a~erie. Die Theorie tier Temperaturstrahlung 
und des liehtelektrisehen Effektes, welche auf ]flAX PLANCK 
lind ~LI~ERT EINSTEIN zurfiekgeht, beschreibt hingegen die 
Lichtausbreitung dureh die geradlinige Bewegung yon Licht- 
atomen. Die Erkl~rung des Lichtes dutch solehe Pl~otonen 
bedeutet also einen vollst~ndigen Verzicht aaf die Kontinuums- 
theorie tier Lichtwellen der l~Iaxwellsehen Gleichnngen und 
steht soinit im Widerspruch mit denjenigen Erfahrungstat- 
saehen, welche uns die Wellennatur yon Lieht und Schall 
vor Aagen ffthren. Diese Beugungsexperimente geh6ren aber 
mit zu den am sichersten fundierten N~turbeobaehbungen. 

In diesem Ent~ieklungsstadium unserer Naturbeschreibung 
mfissen wir also eine d u a l e  T h e o r i e  aufstellen: Gewisse Eigen- 
schaften des e.m. Feldes, z. B. seine Ausbreitung, verlangen 
die Wellentheorie oder Kontinuumsbeschreibung .Andere Beob- 
achtungen, wie seine Entstehung and Vernichtung in Beriihrung 
mat der Materie, zwingen uns zu einer atomistischen Formu- 
lierung. 

Im n~chsten Pamgraphen werden wir zeigen, class such 
fiir die M~terie eine solche duale Beschreibung nStig ist, um 
gewisse Erscheinungen richtig wiederzugeben. 

5. Die Wcllenmeehanik. 

Die am Ende des vorhergehenden Paragraphen angedeutete 
Dualit~t Atom-Kontinuum, sowie die Schwierigkeiten tier kine- 
tischen Theorie des Elektronengases im Atom, veranlassten 
DE BROGT.~E and SCHROEDINGER, nach verbesserteu Theorien 
des Atombaues zu suchen. ~CB:PvOEDINGER konnte viele Eigen- 
sehaften des Wasserstoffatoms, in~besondere die scharf deft- 
nierten Wellenl~ngen des yon ihm ausgesandten Liehtes durch 
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eine W e l l e n t h e o r i e  d e s  E l e k t r o n s  erkl~ren. Es sei hier 
bemerkt,  dass der Basler B ~ y m ~ ,  tier in Gedankenaustausch 
mit dem dumaligen Lei ter  der  Physikal ischen Anstal~ der 
Umversit~t  Basel, EDUARD HAGENBACH, stand, als erster  
die zahlentheoretische Fassung  der  beobaehteten Lichtwellen- 
l~izlgen des .Wasserstoffes entdeckte .  Schr6dingers Erkl~rung 
dieser Zahlen hat te  gegenfiber der  Bohr-Sommerfeldschen 
Besehreibung den Vortefl geringerer  innerer  Widersprtiche.  

Aus der Kont inuumsvors te l lung yon ])E BRO6ItE und 
SC~ROEDr~ER folgte konsequenterweise die Beob~chtungs-  
m~gliehkeit yon Beugungserseheinungen tier Elektronenstrahlen,  
deren atomare l~atur zu dieser Zeit fiber jeden Zweifel erhaben 
schien. Die Kathodenst rahlen  mussten also demgems neben 
ihren korpuskulaxen Eigensehaf ten aueh die fiir die Wellen-  
na tur  charakterist ischen Beugungserscheinungen zeigen. Die 
Aufstellung dieser Theorie f~llt in die Jahre  1925[26. Ende  1926 
entdeckten DAWsso~ un4 GElCM:ER tatsiichlich diese Beugungs- 
erseheinungen, welche qua l i ta t iv  genau denjenigen entspreehen,  
welche kurzwellige e.. m. S t rahlung (R6ntgenstrahlen) beim 
Durchgang durch ]~[aterie zeigt. 

Wir  haben hier eines der  unz~hligen Beispiele fiir den 
heuristischen Wer t  der  Methoden der  physikalischen 1~atur- 
hesch re ib~g  vor uns:  Die zur Erkl/~rung des Atombaues  auf- 
gestellte Wellenmechanik liefert  uns Antworten,  deren l~ragen 
wir noch gar nicht gest~llt haben.  Sie ffihrt uns somit  zu neuen 
Fr,~gestellungen, deren Antworten ,  anf  ihre Rieht igkei t  geprifft, 
uns e'.m weiteres t~a'iterium der  Giil t igkeit  der Theorie geben 
und uns gleiehzeitig neue Wege zur 17aturbeobachtung liefern. 

Die Sehr6dingersehe Theorie pr~zisierte aueh dureh gewisse 
Vorsehrfften die Abgrenzung yon Kont inuumsbeschreibung und 
atomarer  Besehreibung. Jedoch  bleibt  die Duali t~t  der  Theorien 
auch hier noeh ein Element ,  das leicht zu ~ ' iderspr i ichen fiihrt .  

6. Die Quantenmeehanik. 

x~'och vor der Aufstel lung tier Wellenmechanik ha t te  
~u HEISENBERG ehle Beschreibung der  a tomaren Ph~nomene 
gezeigt, deren Resultate  in weiten Grenzen tienjenigen der  
Schr6di~gerschen Theorie entspr ieht .  SCTt~0EDINGER wies darauf-  
hin auch die Identit/~t beider  Methoclen naeh bei ihrer  Anwen- 
dung ~uf best immte Frageste l lungen.  Die Quantenmeehanik  
Heisenbergs gestat tete  aber  eine widerspruehslose Beschreibung 
([er dualen Eigenschaften: ~Vellen--Korpnskein.  Die a tomare  

13 
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Seite und die KontiImumsform der physikalisehen Eruchei- 
nungen folgen ~ m l i c h  beide aus der yon H_EISV.NBERG, 
P A t ~ ,  JORDAN trod WmNF_ar entwickelten Weiterbildung der 
quan tenmechanischen ~e~hode, welche den :Namen ,,Quan$en- 
$heorie der Wellen]elder" oder ,zweite Quantisie~'u, ng" tril l .  
Diese Theorie enth~lt also k e i n e  w a h r e  D u a l i t g t  mehr. Auf 
eine n~here Erl~nterung muss bier verzichtet werden. Es sei 
lediglich bemerkt, dass sie die elektrischen Feldga'Sssen A~ aa~ad 
die Feldgr6~se der Sehr6dingersehen Theorie tier Elektronen 
niclit mehr als ZahleTa, sondera~ als Operatoren der Theorie der 
Funktionalen, eines leider noch wenig bekarmten Gebietes der 
mathematischen Analysis, betruchtet. Ich erw~hne nut, dass 
das trrodukt zweier ~'eldgrSssen ~ und ~o zum Beispiel nieht 
immer die komutative Eigenschaft der gew6hnliehen Zahlen 
besitzt. ]~s ist also W ~ ein yon ~ ~ verschiedener Begrfff. Die 
Eigenschuft der gewShnlichen Zuhlen, d,~ss 3 mal & gleich 4 mal'3 
gleich 12 ist, fehlt also den physikalischen Zahlen ~0 and W- 

7. Die lorcntzkovarianle Form der Quantenmechmlik. 

D~ die mecha.nischen trod e .m.  Erscheinungen ~uch in 
ihrer atomaxen Form uuabhfi.ngig vom Bewegungszustand des 
Koordinatensystemes sind~ solmage wir gleichmitssig bewegte 
Systeme w~hlen, mfissen wir aueh die ~ovaria.llz der Schr6- 
4ingerschen Wcllenmechanik gegentiber Lorentztransforma- 
tionen verlangen. Die Beziehung 

S(~ ,  ~ , A , ) = 0  ( 7 1 )  

welche die SchrSdingersche Beziehung aus Pur:a.gra.ph 5 versinn- 
bildlichen soll und die elektromag'netischen Formeln, welche 
jetzt  in tier F o r m  t 

(~, r  A,) = 0 ( 7 2). 

geschrieben werden mtissen, d~ die tier Muterie zukormnenden 
Eigensehaften der elektrischen Ladungs- (rod Stromdichte 
durch alas w-Feld ausgedrtiekt sind, haben in ihrer ursprimg- 
lichen Schr6dingerschen Form nicht die Iorentzkovurie~ute Form. 
Es gelang hingegen Scm~0~DI~G~ and GOR.D0~ leicht, eine 
kov~riante Form zu linden. Die kovariante Form hatte abet 
die d~m~ls ~ls ~achtefl  empftmdene Eigenschaft, ~usser den 
Elektronenwellen negativer Ludamg solehe positiver elektrischer 
L~dung zu ergeben. Das 1933 entdeckte positive Elektron, 
ffir dessen ~ntdeekung C. D. A~:I)ERS03N einen Teil des dies- 
j~hrigen Nobelpreises fiir Physik erhielt, war also schon 1927 
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yon SCI~0EDI~WG]~R und GORD0.w gewissermassen vorausgesagt. 
D,~mals wurdcn uber die umgekehrt  getadenen Wellen als Wider- 
spruch mit tier Erfuhlmng empfunden. Ein weiterer Maagel 
der Besehreiblmg war d~s Fehlen eines E i g e n d r e h m o m e n t e s  
des Elektrons und einer damit verbundenen m a g n e t i s c h e n  
D o p p e l l a d u n g .  P.A.M. D]x~Ac stellte aug diesem Grunde eine 
ebenfalls kov,~riante Wellengleichung auf, welche Drehmoment 
und magnet~sche Doppelladung richtig besehrieb. Eine ge- 
nauere Untersuchung seiner Beziehungen zeigte ibm ~ber, dass 
such er die Existenz umgekehrt gel~dener Wellen verl~ngea 
musst% ~'elche er schon 1931 als positive E~ektronen erkl~rte, 
Die Eigensehaften des sparer yon A~])ERSO~ ~ entdeckten Tefl- 
chens und die Vorg~nge, welche zu seinem Entstehen und Ver- 
schwlnden fiihren, lassen sich auch tats~ehlich quantitativ aus 
der Dirac'schen Theorie errechnen. 

Wir bemerken noch~ dass alas Diracsche ~Fe ld  vier Kom- 
ponenten besitzt, die wit m i t  ~ (~ ~ 1~ 2, 3~ 4) bezeichnen. 
Sie tr~-msformieren sich aber bei Loreutztransform,~tionen anders 
als die darnels eingefiihrten Vierervektoren A~ (i ---- 0, 1, 2, 3), 
Ihre Transformationseigensehaft bezeichnen wir d~rc.h das 
Wort Spinoren. Wir wollen uns hier den 8atz merken, da.ss 
zwar durch Muttiplikatiou zweier Spinoren Sk~lare, Vierervek- 
toren und Vierertensoren entstehen kOnnen, dass es aber keine 
Miigliehkeit gibt, aus der dutch die Worte Sk~l~re, Vektoren 
und Tensoren definierten )~amnigf~Itigkeit von Feldgriissen 
SpinGren zu erzeugen. Diese Ta.tsache wird uns sp~ter eine 
heuristische Seite der Theorie zeigen. 

Die hiermit, zu einem vorl~ufigen Abschluss gebrachte 
Beschreibung gestattet uns im Prinzip alle Erscheinungen der 
Physik un4 Chemie vorherzusa~en. Ausser der sogenam~ten 
makroskopise.he~-Physik, deren-Beschreibung 4urch die Zurfick- 
ffihrungsmiigliehkeit der ph~nomenologischen Beziehungen der 
~[echa~fik und Elektrodyn~mik auf die Quantenmechunik 
g-ew~hrlcistet ist, erw~hne ich hier im speziellen die Beschreibung 
der Liehtemission der Elemente (Atome) un4 der chemisehen 
Verbiudungen, zu deren experimenteller Kenntnis u.a..~ die 
spektreskepisehen Arbeiten yon Herrn  A. HAGEI~]BACiI und im 
letz~en Jahrzehnt such diejenigen seiner~Iitarbeiter, der Herren 
)]'. ~rEIILI~ ~]. I~IESCHER ll~ld K- WIELAND in Basel sehr vieles 
beigetragen haben. 

Die technische Schwierigkeit der Durehfiihrung der logi- 
sehen Operationen, welehe die S~tze der Theorie mit der 
beobachteten Materieeigensehaften in Beziehung setzen, ge-. 
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s t a t t e t  uns allerdings, nur  in sehr einfachen F~llen quanti tat ive 
Resul ta te  vorauszusagen. Da aber diese, wie auch die in kom- 
plizierteren l~ l len  erhMtenen qualit~tiven Ph~nomene mit  der 
Er fahrung fibereinstimmen, diirfen wit sagen, dass man heute 
fiir die Chemie und ffir diesen Tell der Physik fiber eine adSquate 
Besehreibung verfiigt. 

Der  Vollst~ndigkeit halber soll hier doch ein gewisser 
~YidersDrueh erw~hnt werden~ tier leider.trotz allen Versuehen 
noch nicht behoben werden konnte:  Fiir die einerseits mit  
ihrem gemessenen Zahlenwert eingesetzte Masse des Elektrons 
folgt andererseits dutch die Anwendung gewisser logischer 
Operationen auf die e . m .  Gesetze ein unendlich grosset Be- 
trag.  Jedoch stSrt dieser Widerspruch ffir viele Ph .~omene  
der Materie und Liehtausbreitung nicht. Lhn z u  beheben ist 
aber  sine der Hauptaufg~ben tier heutigen theoretischen Physik. 

8. Der Aufbau der Atomkerne. 

Da  die ~asse  tier Atome im wesentlichen in ihrem Kerne 
konzentr ier t  ist und  die l~assen der verschiedenen Atomkerne ~,m- 
n~hernd ganzzahlige Vielfache derjenigen des Wasserstoff~tom- 
kerns oder P r o t o n s  sind, so wurde schon frfih die Hypothese  
gehnssert, dass die Kerne selbst nicht nut  ptmktfSrmige Gebilde 
bedeuten.  Die ~-Radioakt ivi t~t  zeigte aueh  direkt, dass ein 
Atomkern  in zwei zeffallen k~nn, Die Gesetze des ~-Zerfalls, 
bei welehem sich ein R~ l iuma tom zum Beispiel in eh~ A t o m  
des Edelgases l~adinmemanation und in ein Atom des Edelgases 
Hel ium verwandelt ,  lassen sich auch leicht quali tat iv aus den 
Methoden der qnantenmechanischen Beschreibang ableiten, da 
die ~u auch fiir Protonen und 
beliebige Atomkerne in dieser Ann~herung ~ilt. 

Die kiinstliehe Umwandlung der chemischen Eiemente 
(A1ebimie), welehe Lord I~, '~'~I~ORD 1921 gela~g, verlangte 
dringend naeh einer voIlst~udigen quanti tat iven Beschreibung 
des Atomkernes.  Bei solchen u l t r a c h e m i s c h e n  R e a k -  
t i o n e n  entdeekte CKAD~CK ein ungeladenes Teilchen yon 
der/~asse des Protons,  das sieh aber schon durch.seine 100 000mal 
kleinere Dimension vom Wasserstoffatom unterscheidet. Aueh 
:[fir diesen neuen a tomaren  Bestandteit, Neutron gena~nt, gi l t  
die Wellen-Korpuskelbesehreibung. Nimmt  man  nun  zwischen 
den verscbiedenen Protonen nnd Neutronen, deren Gesamt- 
masse der Kernmasse  entspricht und deren, ~-on den Protonen 
allein herriihrende, Gesamtladung der positiven Ladung des 



238 Stueckelberg's Selected Papers 

Physikalisehe ~-aturbeschreibung. 197 

Kernes gleich ist, passend gewahlte Wechselwirktmgen (in 
Analogie zu dell e .m.  Weehselwirkungen zwischen Kern und  
Elektronen) an, so l~sst sich naeh HEmE~BEm~ und seinen 
Schfilem ~ O R A ~  und  V. V,7~.IZS~C~c~R der Kernaufbau 
nach quantenmechanischen Gesetzen erkl~ren. W~hrend aber 
die fiir den Atomb~u verantwortl ichen Wechselwirkungen 
zwischen den Elekirronen und  dem Kern  dureh die bekannten  
S~tze fiber das e. m. Fel4 besehrieben werden~ miissen wir zur 
Erkl~rung 4er K r ~ t e  zwischen Neutron und Proton ein uns 
unbekanntes neues F e l d  heranziehen. Hat  dieses Feld nicht  
vielleicht a uch sndere ~usserungen? 

D~r,~uf gibt uns eventuell eine andere Erscheimmg der 
Radio~ktiviti~t Auskunft. Es gibt n~mlich such Atomkerne, 
welche sich unter Aussendung eines negativen oder positiven 
Elektrons in einen andern Kern verwandein. Dieser Zerfall 
l~sst sieh nun  dureh keine unserer  vielen Beschreibungs- 
methoden erfassen~ da er einem fund~mentalen Satz unserer 
bisherigen Theorie widerspricht : Der Satz yon der E r h a l t u n g  
tier E n e r g i e  u n d  d e s  S c h w e r p u n k t e s ,  welcher allen 
Kontinuums- und Atomtheorien als gemeinsames Element  
sngehSrt~ scheint hier seine Giiltigkeit zu verlieren. Fiir eine 
Beschreibung~ welcher dieser Satz fremd ist, fehlen uns aber  
jegliche AnhMtspunkte .  Verla~gen wit  uber, dass gleichzeitig 
mit der Elektronenstrshlung eine andere, bisher unserer Beob- 
achtung entg~ngene Str~hlung auftr i t t ,  so kSnnen wir deren 
Ausbreitung so bestimmen, dass Schwerpunkt und  Energie 
erhMten bleiben. Ph[rlz und  F E m ~  bezeiehnen diese Str~hlung 
als Neutrinostrahlung, das in der Atomdarstel lung ihr ent- 
sprechende Teileben als Neutrino. Die Beschreibung dieses 
ZerfMles (fl-Zerfalls) lautet  also in der atornaren Theorie: 
~iEiii ~*~atPon verwandeI~ sich ia ein Proton;  gleichzeitig ent- 
steht ein negatives Elektron nnd  ein Neutrino. Die konstante 
Zerfallsenergie verteilt sich naeh einem statistisehen Gesetz 
auf die beiden aus dem Kern  her~usgeschleuderten Partikel 
Neutrino und Elektron." W~hrend also beim r162 der 
entstehende Heliumatomkern die ganze konstante Zerfalls- 
energie in seiner lebendigen Kraft  enthMt, erhMt das Elektron 
als einziges beobaehtetes Zerfallsprodukt des ~-ZerfMles bei 
jedem einzeinen ZeffMl eine andere Energie. So lautet  aueh 
die Beobaehtung: Alle He-Atome, welche dss Ra susschleudert, 
haben dieselbe Gesehwindigkeit, w~hrend die Elektronen, 
welche aus einem fl-Strahler fliegen, eine kon t inu ie r l i ehe  
Energieverteilung zeigen. 
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Aber  auch aus Kovarianzgr~'mden ist  das ~eutr inofe ld  
notwendig:  Proton,  Neut ron  und Elekt ron  werden durch 
Spinorfelder u~, v,, und 9,  beschrieben. Die ~Veehselwirkung 
muss abe t  aus Kovar ianzgr i inden Tensorcharakter  habeu. 
Tensoren kSnnen aber  nur  arts einer geraden Zahl yon Spinoren 
aufgeb~ut  werden. Zweim,~lige Verwcndung e i n e s  der oh'el 
Spinoren u~, v, oder ~ wfirde aber  Prozessen entspreehen, 
bei  welchen z we i  beobachtbare  Teilchen (Proton~ 1%utron oder 
Elekt ron)  ausges~ndt  wiirden. D a  nur  das Elekt ron  beobaehtet  
ist,  mfissen wir einen weiteren Spinor ~,  einfiihren, welcher 
e inem unbeobach te ten  Fe ld  ( N e u t r i n o f e l d )  cntspricht .  

Diese yon F E ~  aufgestel l te  Theorie des /~-Zeffalls ergibt 
nun ~uch ein l%ld, welches einc Wechselwirkung zwisehen den 
einzelnen Pro tonen  und ~ c u t r o n e n  der A tomkeme  liefert und 
somit  die Rolle des e. m. Feldes  im Atombau  fiir den Ke~]~bau 
fibernehmen kann.  Die Coulombsehe Kra f t  der elektrischen 
Anziehung erkl~rt  die Atomis t ik  dadureh, da.ss das eine 
Ladungszen t rum (zum Beispiel  der  Atomkern)  ein Photon 
aussendet ,  welches das ~ndere L~lungszen t rum (zum Beispiel 
dam Elektron)  absorb~ert. Die Kernkr~f te  erkl~ren sich dann 
durch die Aussendung eines Paares  ,E lek t ron -Neu t r ino"  dureh 
das Neutron,  welches P a a r  wiederum yon einem Proton  ~b- 
sorbier t  wird.  

9. Die Objekte der physikalisehen Naturbeschreib.n.q. 

Die Objekte  yon Auss,~gen iiber mlsere s innesempfindungen 
cntsprechen diesen Empf indungen  selbst. Als Objek te  einer 
Theorie hingegen bezeichnen wir diejenigen Begriffe, welche in 
ihren S~tzen auftreten.  Die Objekte  der Kontinuun~stheorien 
w~ren bis zum Beginn yon ]~ST~L<S R~lativi t~tstheorie die 
Sk~lare ~, T, Q, q~, die Vektoren s~, J~, A; un4  Tensoren Pi;: 
im  dreidimensionalen l~aume. Die yon EI~ST~I~ und L0~E..~Tz 
entdeckte  Kovarianzeigensch~ft  ~nderte die damuls vorha.n- 
denen Kont inuumstheor ien  dahin  ab, dass sie an Stelle der 
Begriffe der  dreidimensionalen e u k l i d i s c h e n  G e o m e t r i e  
solehe einer vierdimen~ionalen pseudoeuklidisehen Geometrie 
stell te!  Sk~lare,  Vierervektoren  und u  Eine 
konsequente  ~ e i t e r e n t w i e k l u n g  dicser s p e z i c l l e n  R e l ~ t i v i -  
t ~ t s t h e o r i e  verdanken  wir  ebenfa.lls En~STEL~" in tier l%rm 
seiner u l l g e m e i n e n  R e l u t i v i t ~ . t s t h e o r i e :  sie besehreibt  
die Schwerka'aft dutch ehl  dem elektrischen Vektorenfelde A~ 
gewissermassen ana]oges Tensorfeld g~  im vierdimensiona.len 
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Raume.  Das Auf t re ten  des Tensors g~k bewirkt  eine ~kb- 
weiehung der Geometric yon ihrer pseudoeuklidischen Form.  
Aus dieser Veriindertmg der Geometrie errechnen sich daml  die 
Balmen yon Pl~neten und yon geworfencn KSrperm 

Die vier. Felder  der  Elektronenbewegung,  Neutr inost rah-  
hmg, Protonen- trod Neutronenbewegung werden durch vier 
je vierkomponentige Spinorfelder  beschrieben, so dass die ge- 
samten  Objekte der Kont inuumstheor ie  durch die 6 Symbole  

W.,, q~,, .u.,, v,,; Ao  gik 1) 
dars te l lbar  shad. 

Die duale Beschreibnng f i ihr t  entsprechend 6 Elementar -  
teflchen ein: .  Elek~ron, Neutr ino,  Proton,  ~Teutron; Photon  
(Licht.quant), Gravi ton (Schwerequant) .  

Die fiir unsere Theorie so wichtigen posit-iven Elekt ronen 
haben wir in der Aufz~hlung der  Elemel! tarpar t ikel  gar  n ieht  
erw~hnt.  Der Objektbegriff  , ,Par t ikel  tier M~terie" bedingt  
niimlich in der Quantenmeeha~lik ein Spinorfeld, welches wieder- 
um die Existenz eines Objektes  ,,An.tipartikel" verlangt ,  dessert 
]~igenschaften beinuhe vollst~indig mi t  denjenigen tier ,,_Partikel" 
fibereinstimmen. Das A_atip~rtikel der  geladenen Teilchen, 
E lek t ron  a n d  Proton,  ml te rsche ide t  sich von dem eigentl ichen 
Teilchen nur  dutch seine umgekehr te  elektrisehe Ladung.  Den 
ungeladenen Par t ike ln  ~ e u t r i n o  ~nd Neutron kann  man  auch 
eine GrOsse, welche Lad imgschurak te f  hat~ zusehreiben, l_hre 
Paral lele mit der elektr isehen Ladung  besteht  d~rin, dass ~ach 
sie bei allen Mater ieumwa~dlungen erh~lten bleibt .  Wh'  nen_~en 
sie Neufrinoladung. Das Ant-iteflehen der lmgeladenen Par t ike l  
ha t  dana  umgekehrte ~en t r ino lad tmg.  Beim Elekt ron  haben 
wit  die Aat ipar t ike l  in tier F o r m  des entdeckten posi t iven 
Elektrons vor tins. W i r  ktimlen abcr  geradesogut alas posi t ive 

-T~ff6he~- ~Is-PartikeI- i~fis~hen umt  das negat ive  E lek t ron  als 
Antip~rt ikel .  iYber das l~eutrino kiimlen wir experimentel l  noch 
nichts aussagen~ da weder die Par t ike l  noch ihre Ant ipar t ike l  
d i rekt  beobachtet  warden.  Die Einwirkzmgen der  Neutr ino-  
s t rahlung auf die ~ t e r i e  lassen sich jedoch absehtitzen. Ih re  
Effekte  sind ~ber so sehwach, dass es erst  einer weiteren Ver- 
feinerung unserer physikal ischen ~[cssteehnik bedarf,  um sie 
aufzufinden. Beim Pro ton  a n d  ~Neutron wurden die Ant ipar t ike l  
hie beobaehtet .  Das is t  abe t  n ieht  welter  verwunderlich~ weft 

') Wegen der Fussnote ~) ~uf Seite 203 wahrschei~flich eher 



Methode der physikalischen Naturbeschreibung 241 

200 E.C.G.  Stueckelberg. 

z u  ihrer Erzeugung unverh~Itnism~ssig viol energiereichere 
Strahlung gebr~ucht wird, als wir sio auf der Erde erzeugen 
kSnnen. Es ist aber  nicht ausgeschlossen, dass negative Protonen. 
einen Tefl tier k o s m i s c h e n  S t r ~ h l u n g  darstellen. 

N e b e n  dieser Einteilung in geladene und ungeladene 
Partikel  k6nnen wir auch eine solche in schwere nnd leichte 
vornehmen. Die Masse des Neutrinos folgt n~mlich ~us der 
Theorie des fl-Zerfalls: Sie ist exakt  l~ull, oder doch viel kleiner 
als die des Elektrons. !qeutrino und Elektron sind also l e i c h t e ,  
Iqeutron und Proton s ch w e re  E|ementar~eilchen. Diese Eigen- 
schMt kSnnen wir analog der e l e k t r i s c h e n  und n e u t r a l e n  
L a d u n g  dutch die leichte und schwere Ladung beschreiben~ 
da such diese beiden GrSssen dem E r h a l t u n g s s a t z  geniigen. 
Elektron und Iqeutrino haben also leichte Ladung ----- 1, Proton 
und Neutron schwere Ladung  ~ 1. Den Antiteilchen ist such 
bier die Ladung mi t  umgekehr tem Vorzeichen zuzusprechen. 

Die Massen und elektrischen Ladungen tier Teilchen des 
Yektor-Tensorfeldes sind l~ull: Wenn wir alle ~ier definierten 
Ladungen dieser Teilchen als ~NulI annehmen, so geniigen alte 
beobachteten Umwandlnngsprozesse den E r h  a I t  u n g s  s ~t z en  
t ier  v i e r  L a d u n g e n  (siehe Tabelle). Bei Lichtemission und 
Gr~vitationswechselwirkungen, welche die Korpuskulartheorie 
dutch ScJaaffung und Vernichtung tier Elementarteflchen Photon 
und Graviton beschreibt~ sieht man  die G/iltigkeit ohne weiteres. 
Bei der ~rzeugung eines Pas tes  yon umgekehr t  geladenen 
Elektronen bei gleichzeitigem Yerschwinden eines oder mehrerer 
Photonen bleibt die neutrale  and  die schwere Ladung ~Null~ 
w~hrend die elektrische und die leichte Ladung des negativen 
Elektrons (Antiteilchens) --1 and gleichzeitig diejenigen des 
positiven Elektrons +1 entstehen. Beim fl-Zerfall entsteht 
aus einem Neutron,  dessen elektrische, n6utrale~ teichte und 
schwere Ladungen durch das Zahleuquadru~el ( 0 , 1 , 0 , 1 )  
gegeben ist, ein Pro ton  mi t  den entsprechenden Zahlen (1, 0, 0,1), 
ein negatives Elektron (--1, 0, --1,  0) nnd ein Neutrino (0, 1, 1, 0). 
Man sieht, dass such hier die S u m m e  jeder tier entstehenden 
Ladungen gleich der anf/~nglich vorhandenen ist. 

Eine weitere interessante Gr6sse ist die Ausbreitung yon 
StSrungen (Gruppengeschwindigkei0 tier einzelnen Felder. Sie 
entspricht der Geschwindigkeit der  Part ikel  in der atomistischen 
Beschreibung und ist ebenfalls in der Tabelle vermerkt .  

Auch" das : E i g e n d r e h m o m e n t  (Spin)  folgt aus der 
Theorie in ~bere ins t immnng mi t  der Erfahrung.  Spinorfeld- 
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par t ikel  haben den Spin ~ und  Vektor-Tensorfe.ldteilchen die 
g~nzzahligen Betr~ge 0, 1, 2, etc. Die Photonen haben ins- 
besondere nur 0 und 1. (Diese Be~r~ge sind in Einhei ten der 
Planckschen Konst.anten h/2~r gemessen.) 

Die Spinorteilchen und die Yektortensortei lchen gehorchen 
,.uch zwei verschiedenen s ta t i s t i schen Gesetzen, welche den  
wesentlichen Inhal t  der  Quantenmech~nik  tier Wel lenfelder  
ausmachen. S p i n o r e n  en tspr ich t  die Fermi-Dirac'sche u n d  
V e k t o r t e n s o r f e l d e r n  die Bose-Einsteinsvhe ~$atislik. 

Alle diese Eigenschaften sind in tier Tabelle,  Seite 202, 
iibersichtlich zusammengestell t .  

Aus einer Anzahl  yon universel len Beziehungen (zum 
Beispiel yon der Fo rm (7.1)  un4 (7.2)),  welche zwischen den 
sechs' Feldern u~, v~, W,,~ qJ~, A~ und g~ herrschen, sollen sich 
dann die gesamten Physik~lischen Gesetze ableiten. 

Betrachten wir Proton,  Neutron,  Elektron n n d  Neutr ino 
~ls die Bausteine der Materie im engeren Sinne, so diirfen wir 
die Gesamtheit  der Spinorfelder  als das ] l ~ a t e r i e f e l 4  oder 
kurz ~ls ~ a t e r i e  bezeichnen. Da wir den naiven Jktherb%oTiff 
der)~thertheorien des letzten Jah rhunde r t s  endgiil t ig ~ls erledigt  
be t rachten  diirfen, so s teht  es uns frei~ fiir die Gesamthei t  des 
Vektor-Tensorfeldes der A~ u n d  g~  das Vv'ort A t h e r f e l 4  
eder  kurz A t h  er  in diesem abs t r ak te ren  Sinne neu zu definicren. 

Wenn wit so den na iven  ~ the r theor i en  das Todesurteil  
gesprochen haben~ so ist  ihr  LeRgedanke dennoch nicht  ver-  
schwunden. Die naiven Beschreibungsversuche wollten die 
e. m. Beziehungen ,~uf die mechunischen Kontinnumsbeschrei-  
bungen M und M_P des Para~oraphen 2 zurfickffihren. Sie 
w011ten also die A~ oder yon  ihnen abgelei tete Gr0ssen ~ls 
mechanische Verschiebungen s_~ der  Aethersubstanz  d~rstellen. 
Das Ziel, zwei verschiedene Erscheinungen als Jkusserungen ein 
and desselben Objektes vers tehen zu wollen, is t  aber  jederzei t  
bercchtigt,  da es sicher eine Verminderung tier pr im~ren Objekte 
der Theorie bedeutet  trod somit  zu einer einfucheren und daher  
besseren Beschreibung fiihrt .  Wenn  man ~lso nach Wegen 
sucht, das Materiefeld aus dem Xtherfeld (beides im oben neu 
definierten Sinne verst,~nden) zu konstruieren oder umgekehr t ,  
so verfolgt man tats~chlich den Grundgedanken der ~[ten 
~'~thertheorien. ~ E ,  E L ~ S T ~  und M_~YE~ EDDINGTON~ WEYL 
unr in neuester Zeit BOR~ suchten a l l g e m e i n e  F e l d t h e o r i e n  
aufzustellen, in welchen alle oder nur  einige der eingefiihrten 
l%lder durch andere erkl~krt werden.  
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Be~rachten wir unsere Tabelle und erinnern uns des 
Satzes: 

,,Aus dem Produkt yon zwei oder einer beliebigen geraden 
Zuhl a-on Spinoren ka.nn ich Skalare, Vektoren un4 Tensoren 
im vierdimensionalen l~aum bilden",.  

so kann ich hfchstens alas Yektor-Tensorfeld ~uf das 
Sphmrfeld zuriickfiihren. Die beiden d~mi~ verwa~dten S~tze: 

,Drehmomente von Systemen, welehe aus einer geraden 
Anzahl yon Elementarteflchen mi~ Spin ~ bestehen, sind 
immer ganzzahlige algebraische Summen der Drehmomente der 
einzehten Elementarteilchen", 

~md 

,,Systeme, welche aus einer geraden Z~hl yon EIementa.r- 
t.eilchen zals,~Tmnengesetzt sind, die der Fermi-Diracschen 
Statistik genfigen, befolgen ihrerseits die Regeln tier Bose- 
Einsteinsehen Stat.istik", 

best[ixken diese Vermutung. Tuts~chlich gelung es JO~DA~ 
~md K~o.nm ial ihrer N e u t r i n o t h e o r i e  des  L i c h t e s ,  d~s 
e .m .  Feld durch die r darzusteIlen. D~s Lichtquant  i~t 
gewissermassen ,~us eizmm ~eut r ino  m~d einem Antineutrino 
zusummengesetzt. Seiue Ausbreitungsgeschwimtigkeit ist d~her 
tatsiichlich die Lichtgeschwindigkeit, mit  welcher sich die masse- 
losen );eutrinos bewegen. Sein Drehimpuls betr'~gt ~ - - ~  ~ 0 
oder ~,~§ : 1. Seine samtlichen vier Ladtmgen s ind  Null, 
d u e s  sich ja aus Teflchen und entsprechenden Antiteflchen 
zus~mmensetzt.~) 

Wenn wir zwur hoffen k6nnen, dass die Photonen sich ~us 
den Spinnteilchen erkli~ren lassen, so liegen ~ber bis heute noch 
keine Versuehe vor, die Gr~vitonen aus ~-eutrhms zu erkl~ren. 

10. Sehlusswor t. 

Die erke]mtnistheoretische Einst.ellung cter heutigen Physik 
geht im wesentlichert .~uf F ,~ST  5IXCE (1838--1916) zuriick. 
Illre Eigenheit gegenfiber friiheren Auffassungen ist der Ver- 
zicht auf jegliche ~Ietaphysik, welchen ich durch die Betommg 
des Wortes J3eschreibmlg hervorzuheben versuchte. Fr~gen, 
wie: Existieren die Atome wirklich ? Gib~ es einen leeren R~um ? 

i) Es seheint, da~s man nicht das Vierervekloffeld A~, sondern das ~u8 den 
in der .~ml. a) ~uf 8eit~ 188 eingefiihrten Dreier~-ektoren 1',', und B~ hervorgehende 
Vierertensorfeld Fil ~ dureh die ~ darstellen soil. 
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u. ~. m. werden ~ls sinnlose Fragen bezeichnet, d~ es keine 
Beobachtung gibt, welehe eine solche metaphysische Antwort 
~uf ihre Richtigkeit priifen kSnnte. Die R e l ~ t i v i t ~ t s t h e o r i e  
E i n s t e i n s  zeigte uns zum ersten Mate die Notwendigkeit dieser 
Auff~ssung. Die Begriffe L~nge und Zeit, welehe wit als met3- 
physische Gegebenheiten aus~hen~ mussten revidiert werden, 
um eine richtige Beschreibung der Ph~inomene~zu erlangen. 
Die Q u ~ n t e n m e c h ~ n i k  H e i s e n b e r g s  zw~ng uns zu einem 
weiteren Yerzicht ~uf ~etaphysik. Der scheinbare Du~lismus 
Welle-Korpuskel erkl~rte sich d~durch, d~ss der physikalische 
Begriff der P~rtikel jeden Sinn verliert im l~oment, wo wir 
tiber keine ]tlethode verftigen, die beiden Eigenschaften eines 
Teitchens, Of t  and G e s c h w i n d i g k e i t ,  genau zu messen. 
Der physik~lisehe Begriff Korpuskel ist abet gerade dutch diese 
:Eigenschaften definiert. Zur Erkenntnis, dass wit keine Be- 
obach~ungsmethode der vollst~ndigen korpusknl~ren l~atur der 
Partikel besitzen, kam HEISE~BERa auf Grund der Theorie 
der Lichtkorpuskeln" ]~in Verkleinern der Lichtwellenl~nge zur 
Beobaehtung immer kleinerer Objekte bedingt eine Erh6hung 
des beim Stoss iibertragenen Impulsbetrages und somit tier 
Geschwindigkeits~nderung des beobaehteten Objektes, so dass 
eine Kenntnis seiuer korpuskularen Eigenschaft nie in aller 
Sch~rfe m6glich sein wird. 

Zum Sehlusse sei noch erw~hnt, dass P. JORDAN, ftUS dessen 
Beitr~gen zur Neutrinotheorie des Lichtes der Verfasser die 
hnregung zu diesem Vortrag erhalten hat, eine sehr klare 
Formulierung des p h y s i k a l i s e h e n  P o s i t i v i s m u s ,  wie 
diese metaphysikfreie Richtung tier Physik heisst, in Buchform 
herausgegeben hat. Das Werk ,,Anschauliche Quantentheorie" 
richter sieh in erster Linie an den Fachma~an, jedoeh hat er 
diese Gedanken auch in einer weniger technischen Form in zwei 
kleineren ~onographien ,,Physikalisches Denken ~n der neuen 
Zeit" und ,Die Physik des 20. Jahrhunderts" einem weiteren 
Leserkreis zug"angtich gemacht. 

Genf, Institut de Physique de l'Universit4, 
20. ~ovember 1936. 
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L i t e r a t u r .  

I. A.Ilgemeines. 

Sm A. Evw.~oTolq, New Pathways in Science. Cambridge 1935. 
P~SCgh, L JORDan, Die Physik des 20. Jahrhunderts.  Vieweg 1936. 

- -  Physikalisches Denken in der neuern Zeit (Hanseat. Verlagsanst., Ham- 
b u ~  1936). 

o Quantentheorie und Quantemnechanik. 

HA~rDBUCH VER PHYSr~ (herausgeg. v. Geiger u. Scheel}, Bd. 24 (2, Auflage). 
Springer 1933. (VergL insbeo. Ar~ikel yon W. PAuIJ~) 

PA~CU~. JORDAIr Auschauliehe Quantontheorie. Springer 1936. 

3. Theorie der Atomkerne. 

H. A. BETHE und R. F. BACKUP, Rev. Mod. Physics 8, 82 (1936). 
C. F. v_. W~IZSXCKER, Die Atomkerne. Akad. Vcrlagsge~. Leipzig 1937. 

4. Angemelns Feldtheorle ( o h n e  E i n s c h l u s s  de r  G r a v i t a t i o n )  

M. Bo~s, Unitary. Theory of Field and Matter. Proe. Ind. Acad. Sc. 3, 8 und 85 ~ 
(1936). 

P. JORDA.~ lind 1~. vE L. KRO.~I~, Zs. f. Phy&, Bde. 93--102. Genaue Literatur- 
angaben vcrgL letzte Arbeit, Bd. 162, 243 (1936). Eine neuere Arbeit yon 
KRONm lagdem Verf..als Manuskript vor. Physica 3, 1120 (1936). E r  is~ 
Herrn Kronig zu grossem Dank for diese Zusendung des MS. verpfliehtet, 
da erst in dieser letzten Arbeit das statistlsehe Problem (Zusammen- 
se~zung zweier Fermi-Dirac-Teilchen zu Bose-Einstein-Teilehen) und das 
geometrlsche Problem (Zusammensetzung yon Spiuoren zu Tensoren, 
welehe den Max~l lschen e. m. Beziehungen ffir das Vacuum geniigen) 
zu~mmen behandelt werden. 

E. C. G. S~CK~mBERa, Helv. Physlca Aet~ 9, 389 und 533 (1936), Nature 
139, (Februar 1937) (im Druek). 

6. Gravitation und e. nL Feld ( o h n e  E i n s c h l u s s  des  S p i n o r f e l d e s ) .  

W.  PAv~, Rclativit~tstheorie. Teubner 1921. 
H. WEYT,, Raum, Zeit und Y~tcrie. Springer 1920. 
A. En~sTznr und M. MAYER, Sitz.-Ber. der Prenss. Akad. d. ~,Viss. 1931. Siehe 

~uch -Snr~ATE~v~To~:  Rela t iv i ty  Theory of Electrons and Protons, 
Cambridge 1936, welcher zwar die Spinorteilchen mi t  einschliesst, abet 
eine grunds~tzlich andere Frage~tellung behandelt als die bier aufge- 
worfene (Erkl~run8 der Zahlen 137 und 1847, welehe in allen andcren 
Theorien als Gegeb~nheiten auf~reten!). 

Manuskript eingegangen am 1. Dezember 1936. 
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On the Existence of Heavy Electrons 

Different observers 1 believe they  have found evidence 
for the existence of charged particles whose mass amoun t s  
probably to about  fifty t imes  the electron mass. Fur ther-  
more these particles seem to behave according to the Bethe- 
Heit ler  theory. 2 

The writer wishes to call a t tent ion to an explanation 
of the mzclear forces, given as early as 1934, by Yukawa,  * 
which predicts particles of this  sort.  

Independent ly  of Yukawa the wri ter  arrived at  the 
same conclusion: Kenlmer  has shown recently 4 tha t  the 
formal conception of field theory proposed by the author  ~ 
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leads to great difficulties, if the proposed interaction 
energies have singular character. Interaction energies of 
nonsingular character can most easily be introduced by 
assuming the existence of some tensor field differing from 
that  of ordinary radiation. 

We describe realtor by a 16 component spinor ~, whose 
first four components refer to the electron slate, the second 
four functions to the neutrino state, the third group to the 
proton slate and the last four components to the neutron 
state of matter. Each of these states is defined by the values 
of a set of four indices (charge numbers) (a, fl, % 8) which 
have respectively the values (1, 0, 0, 1), (fi, 1, 0, l), 
(1, 0, 1, 0) and (0, 1, 1, 0). Quantum theory associates 
particles with this field which we denote by the same 
symbol ~. They have the spin 1/2 and obey Fernd stalistics. 
Their antiparticles are to he described as holes according to 
Dirac's idea and designated by --~. They have the same 
charge numbers as the particles but with reversed sign. 
If e represents the elementary charge ea is the electric charge 
of the particle in the state given by ~b(a, B, 3', 6). 3' = 1 or 0 
indicates whether the particle has heavy mass (~20fi0) 
or light mass ( ~ 0  to 1). Mat t e r  satisfies evidently the 
relation c~+fl=~c+a = 1. The indices fl and ~ can be called 
neutrino charge and light mass number. 

The known form of radiation is described by a tensor 
field A of four components (the vector potential). V(e 
attr ibute to its particles (photons), designated analogously 
by A(~, ~5, % 6) the charge numbers 0. Emission of a 
photon by mat ter  is due to an interaction term propor- 
tional to ea and can be described by the reaction: 

~b(a, B, 3,, 8 ) ~ ( ~ ,  ~r */, ~) + A  (0, 0, 0, 0). (l) 

The components of the A field satisfy Polsson's equation, 
the charge density being expressed by a suitably chosen 
generalized Dirae matrix P=e6+A~  (cf. reference 5). We 
generalize Poisson's equation, introducing the funda- 
nmntal length X in the form: 

A I '3~ --~ ~2)A = - - , .  
( - b b? (2) 

A is now a tensor of more than four components. ~ is a 
matrix operating on the tensor indices analogously to the 
way Dirac's matrices act on the spin indices of ~. We 
assume for simplicity A to have five components. Further- 
more let Z be of such a form that  the four first components 
which represent a four vector satisfy the ordinary Poisson 
equation (27=0), whiIe the fifth component (a scalar) 
satisfies Eq. (2) with ~ =  1. In a nonrelativlstlc approxi- 
mation the four-vector part gives the Coulomb potential, 
while the scalar part gives a static interaction term be- 
tween particles of the form (fe=/r)exp (--r/X). f is a 
numerical factor, depending on the choice of the A matrix. 
A suitable choice (see reference 5) of the generalized Dirac 
matrices A gives the electrostatic interaction between 
charged mat ter  particles plus the Heisenberg, Majorana, 
Wigner and Bart let t  interactions between heavy matter  
particles" and the different interactions between heavy and 
light mat ter  particles (~3 decay, etc.) discussed by the 
author. The Heisenherg interaction seems to demand a 
second order tensor field A. 

T H E  E D I T O R  

The particles associated with this generalized radiation 
field have integer spins and obey Bose statistics. Those 
components for which 21~0 have a rest mass m=hc/X#O.  

We generalize the conservation taw of charge numbers 
expressed in Eq. (1): Then the A particle which appears 
in nuclear.reactions has the charge numbers (1, --1, 0, 0). 
Radiation satisfies evidently the relations c ~ + # = 7 + ~  =0.  
Antiparticles have of course once more the charge numbers 
with reversed sign. There are naturally no antiphotons as 
the charge numbers of the four-vector field are identlcally 
0. B + decay can be written down as the result of two suc- 
cessive reactions: 

~(1, 0, 1, f i ) ~ ' ( 0 ,  1, 1, 0 ) + A  (1, - -1 ,  fi, 0), (3) 

A(1, --1, 0, 0 ) ~ r  0, 0 , 1 ) + ( - - r  0,1)).  (4) 

A proton ~b decomposes into a neutron ap' and a positively 
charged Bose electron A,  which in turn decomposes into an 
ordinary (positive) electron ~" and an antlneutrino--~b'q 
As, even in the B-spectra of highest known energy (24 me2), 
those Bose electrons have never been observed, their mass 
must be greater than 24 electron masses. Yukawa from 
other considerations estimates about fifty electron masses. 

If the corresponding field component has scalar char- 
acter, the Pauli-~Velsskopf theory 7 can be applied. The 
interaction between this field and the four-vector field 
(electromagnetic field) leads to a formula differing but 
little from the Bethe-Heltler  theory3 

It  seems highly probable that  Street and Stevenson, and 
Neddermeyer and Anderson 1 have actually discovered a 
new elementary particle, which has been predlced by theory. 

This particle is unstable and can only be of secondary 
origin, its mass being greater than the sum of the masses 
of electron plus neutrino. There exist very probably also 
other particles for example: A (0, 0, 1, --1). 

It  is interesting to note that  we have a nonlinear field 
theory, the field having tensorlal and splnorlal components. 
The one set is generalized Maxwell equations (2), which 
are quadratic in the A's if the electromagnetic interaction 
is included in (2) and quadratic in the 6's. The other set 
has the form of generalized Dirac equations, proposed by 
the author, and contains linear terms in ~ and bilinear ones 
in the ~'s and A's, 

The writer ~s indebted to his colleagues Professor J. 
Weigle (Gem)re) and G. Wentzel  (Zuerich) 8 for many a 
helpful discussion. 

E. C. G. STUL,:CKI~LBERG 
Insfitut de Physique, 

Gen~ve, Switzerland, 
June 6, 1937. 

IJ. C. Street and E. C. Stevenson, Bull. Ain. Phys. Soc. 12, 13 
(1917) S. H. Neddermeyer and C. D. Anderson, Phys. Rev. 51, 886 
1937. 
2 H. Bethe and W. Ileitler, Proc. Roy. Soc. Ald6, 83 (1934). 
a H. Yukawa, Proc. Phys. Math. Soc. Japan 17, 48 (1937). 
4 N. Kemmer, Holy. Phys. Acta 10, 47 (1937. 

E. C. G. Stuecke berg, Nature 137, 1032 1936); CR. de a Soc, phys. 
et sc. nat. Gen&ve 53, 6d (1936) Holy. Phys. Acta 9. 389 and 333 (t936). 
T le matr ces A n t i s note are tile A and the ~2 matrices in the former 
theory. Instead of the conservation law of charge numbers the author 
introduced in these former puhllcations a certain lelationship between 
particles and their antiparticles. 

8 See, for example, the different pubHcatlons of the Leipzig Institute: 
S. Fluegge, Zelts. f. Physlk 105, 522 (1937); H. Volz, Zeits. f. Physik 
105, 337 (1937); H. Euler, Zeits. f. Physik 10S, .533 (1937). 

rW. Pauli and V. ~Veisskopf, lielv. Phys. Acta 7, 709 (1934); W. 
Pauli, Ann. Inst. It. Poinear6 p. 137 (1936). 

G. ~vVentzel, Zeits. f. Pllysik 104, 34 (1936) has also introduced new 
particles, but he attributed to them,a l n a s 8  near that of tile proton 
(Bose protons and Bose neutrons). 



Die Wechselwirkungs Kr~ifte in der Elektrodynamik 
und in der Feldtheorie der Kernkraefte (I) [39] 

Helvetica Physica Acta, vol. 11 (1938), pp. 225-244 

Reprinted with permission 
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Die WechselwirkungskF'~Lfte in  de1, E l e k t r o d y n a m i k  u n d  in der 
Feldtheorie  der  Kernkr$tfte. (Tell I) 

yon E. C. G. Stueekelberg. 
(2]. IL 3s.) 

lnhal t :  E s  wi rd  gezeigt ,  dass  die Q u a n t e n t h e o r l e  der  Wel lenfe lder  auf  die 
g lOchen  Ausdr f i cke  fiir die Wechse lw i rkung  zwisehen  L a d u n g e n  f i ih r t  wio die  

klassische B e h a n d l u n g  der  r e t a rd i e r t en  Poten t ia le .  
Der  W e c h s e l w i r k u n g s o p e r a t o r  h a t  folgende F o r m :  Re ta rd i e r t e s  ode r  avan -  

eiertes P o t e n t i a l  der  einen L a d u n g  a m  e r i e  de r  zwe i t en  real  zweite L a d u n g .  K a n n  
eine dieser  be iden  L a d u n g e n  in  e r s te r  N ~ h e r u n g  s c h o n  S t r a h l u n g  aussenden,  so 
muss  das  r e t a r d i e r t e  t~'otential d leser  L a d u n g  ode r  a b e r  das  avanc i e r t e  Potent iM 
der  a n d e r n  L a d u n g  ge~v~hlt werden .  

D e r  vor l iegende  erste  Teil e n t h M t  die vo l l s t and ige  Diskuss ion eines skMaren 
Feldes.  Die  VerMlgemeinerung  a u f  ein Viemrvek to r f e ld  is t  n u r  k u r z  gestre i f t  
u n d  w i rd  in e inem zwei ten Teile behande l t  worden .  

EinIeitunfl. 

Obwohl die Quantentheorie der Wellenfelder grosse innere 
Widersprfiche enthalt, ist sie zur Zeit dennoeh das einzige brauch- 
bare Mittel, um die korpuskulare Natur  der Strahlung und der 
Materie zu besehreiben. 

So folgt alas der Quantenelektrodynamik eiuerseits die Exi- 
stenz diskreter Lichtquanten, d.h .  das Ergebnis, dass Strahluug 
der Frequenz koc nur in Betr~gen h~oc emitt iert  oder absorbiert 
werden kann. 

Andererseits lasst sieh aus ihr das klassische Ergebnis der 
retardierten Wechselwirkung zwischen zwel Ladungen ableiten. 

In vieleu F~llen interessiert uns nur die zwe]te Eigenschaft 
des Feldes. Da diese retardierten Weehselwirkungen die Planck'sche 
Konstante  nicht enthalten, so muss es mSglich sein zu zeigen, 
dass a]le aus einer Quantentheorie der VCellenfelder folgenden 
Wechselwirkungsgesetze identisch sind mit  den entspreehenden 
klassischen Ergebnissen. 

Wir wollen dies an einem skalaren Felde A bewe]sen, dessen 
Feldgleiehung die Form ha t :  

( ~  ~ 12) A = - -  4 ~zJ. (0.1) 

A (x) nennen wir in Anlehnung an die Elektrodynamik Po- 
tent~al und J (x)  die Ladung.  x ist der Vierervektor des Ortes mit 

]5 
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den K o m p o n e n t e n  x o = ct, und x~, x2, x3, welehe drei  letzteren wir 
m i t  ~ bezeichnen. Die WellengleiGhung (0.1), deren statisehe LS- 
sung ftir eine ruhende  Punk t l adung  am Koordin~tenanfa .ngspunkt  

C--~r 
A = ( 0 . 2 )  

Y 

lau te t ,  bi ldete den Ausgangspunk t  tier Fe ld theor ie  YUKAWASa), 
welche die KernkriiftG aus der Ex i s t enz  eines neuen Feldes erkl~rt ,  
dessert Pa r t i ke l  (welehe ihm die Quantentheor ie  dcr Wellenfelder 
zuordnet)  dig Masse hllc habcn.  1 ist also die reziproke Compton-  
wellenli~nge dieser neuen  Part ikel .  Aus der Reichwei te  der Kern-  
kri~fte ergibt  sigh ihre Masse grSssenordnungsweise zu 100 Elek-  
t ronenmassen.  Wir  werden im folgenden sehen, dass die Exis tenz  
ge ladener  und nnge ladener  Pm:tikel gefordert  werden  muss. Die 
geladenen Par t ikcl  wurden yon verschiedenen Autoren  in dGr 
kosmischen S t rah lung  beobachte t .  Ni~hcres hierfiber finder sieh 
in No t i zen  yon YUKAWA1), KEMMER, BHABIIA und yore  Verfasserg). 

| .  D a s  r e t a r d i e r t e  u n d  a v a n e i e r t e  P o t e n t i a l .  

Wir suchen eine LSsung yon (O.1). Dazu  entwickeln wir 
J (x )  in ein ]%urier integral  mi t  dem In tegranden  J(k) ,  wobei t,: 
den Vierervektor  mi t  dei" (reellen) Ze i tkomponente  lco und den 
R a u m k o m p o n e n t e n  l [ =  (kl, 1%,/~a) bedeuteL, d x  4, dk4und  d~  a, dk a 
bedeuten  die vier-  und  dreidi lnensionalen Volumelemente  im R a u m  
resp. im R a u m  der Wel lenvektoren .  Es sei also 

J(x )  ~ f d k %  ~ ('~' x) a(k) (1.]) 

In tegra le  ohne Grenzen sind i m m e r  yore - - o o  bis + co zu er- 
s t reeken.  

En twicke l t  m a n  A (x) in analoger  Weise, so folgt  dureh Ko-  
eff iz ientenvergle ieh s die KoGffizienten A(k) die Beziehung:  

.4 (k) 4 ~ d (k) (1.2) 
(k, k) + l" 

(k ,x)  und (k,]~) sind skalare P roduk te  yon Vierervektoren.  
~Tir bezeiehnen a]s E~genvektoren des Feldes solehe Vektoren,  

deren Ze i tkomponen te  der Beziehung 

ko _# k0(~) = ~ l / (~ ,  7~) + l~ (Ls~ 

gehoreht .  Dabei  ist  (~;, k) das skalare P roduk t  des Raumante i l s  
yon k mi t  sieh selbst.  
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Wir setzen voraus, dass J(k) fiir reelle k-Werte keine Singu- 
laritiiten besitze. Dann besitzt der Integrand A (k) im Ausdruek 
fiir A (x) auf tier reellen ko-Axe je eine Singularit~t bei ko= •  ). 
Da J(k)  vora.ussetzungsgemiiss keine Singulariti~ten in unmittel- 
barer Niihe der reellen ko-Axe besitzt, so k6nnen wir den Inte- 
grationsweg tiber k o yon - oo bis + oo in (1.1) sehon vor dem 
Koeffizientenvergleich deformieren. Bezeichnen wir diesen defer- 
mierten Weg durch ( . . ) ,  so k6nnen wit als L6sung yon (0.1) 
schreiben : 

.4<--)(y) f d ~  f d ~ o A ( k )  d ''~) 
(. .)  

= fdx4J (x )  D( . . ) ( y -  ~). (1.4) 

Dabei bedeutet D(..)(z) eine Funktion,  welehe dnrch d~s Fourier- 
integral 

DC.)(z) - 2 ~(k.~) 1 dtc4 (1.5) 
( . . )  

definiert ist. 
Zur Ableitung der zweiten Identiti~t in (1.4) ist yon der vier- 

dimensionalen &Funktion Gebraueh gemaeht 

~(k) (9~) 4 f a x ,  e ~(k,~) (1.6) 

mit der Eigensebaft 

fd#d/(#c)<~(t~)-i(O) odor o, 0.7) 
K 

je naehdem oh der Punk t  k ~ -  0 innerh~lb oder ausserhalb dos 
Integrationsbereiehes K yon (2.7) liegt. 

W~thlt man als Integrationswege die beiden dureh (+) und 
(--) bezeiehneten Wege, die ganz in der positi~cen resp. negativen 
11albebene verlaufen (Fig. 1), und bertieksiehtigt, dass 

5e +~r 
e-i~'~ = ] i m  ( - -  '2 i j'ako sin kox o f d_k o f d ko . . . .  ~- 

(• /Co ~=o\ ko J ko ] 
--~(• 

xo ) (xo  ) 
Ixol •  ; I x o l = ~  r~r x o = 0  

(~. ist hiebei eine positive kleine Gr6sse) 

ist ,  so crhii l t  man fo lgenden  Ausdruck  ftir D(--): 

D<..,(x) = .r d k l ~  

- cos (Ikl I~ 1 + J%Xo)) (1.8) 
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mi t  

9< +) = / 2 ,  g( ) == - -112  f i i r  x o = 0 
- - 1  

I n  Formel  (1.4) i s t  dahe r  A (+) n u r  d u t c h  die L a d u n g s v e r t e i l u n g  
de r  Vergangenhe i~  u n d  A( - )  n u r  d u r e h  die jenigo der  Z u k u n f t  
b e s t i m m t .  Sie werden ,  in  V e r a l l g e m e i n e r u n g  de r  E l e k t r o d y n a m i k ,  
als  retardiertes u n d  avanciertes P o t e n t i a l  beze iehne t .  D (+) u n d  
D( ) se lbs t  s ind  das  r e t a r d i e r t e  resp.  a v a n c i e r t e  P o t e n t i a l  e iner  
n u r  zur  Ze i t  xo 0 yon  nul l  v e r s c h i e d e n e n  P u n k t l a d u n g  a m  
K o o r d i n a t e n a n f a n g s p u n k t ,  d e r e n  R a u m - Z e i t i n t e g r a l  den  W e r t  elns 
h a t .  I h r e r  A b l e i t u n g  gemi~ss s ind  D (+) u n d  D( ) in v a r i a n t e  
F u n k t i o n e n .  

Fig. 1. 

Ftir  l =  0 ( e l ek~rodynamische r  Fall)  wi rd  

1 
D (• (x) = [ ~ I 6 (I x [ :V Xo) (6 = e i n d i m e n s i 0 n a l e  ~ - F u n k t i o n  

Wir  de f in ie ren  noch  die ebenfa l l s  i n v a r i a n t e  E u n k t i o n  

D (x) = D( - )  (x) - -  D(+) (x) 
oo 

1 1 f d l ~  I cos (Ik [ Ixl+koxo) -eo+(l~!lxJ--koXo)) (1.9) 

welche ftir I = 0 in  die H e i s e n b e r g - P a u l i ' s c h e  i n v 8 r i a n t e  & F u n k -  
t ion  i ibergeht .  Mi t  ih re r  Hi l fe  s eh re iben  s ich  r e tu rd i e r t e s  u n d  
a v a n c i e r t e s  P o t e n t i a l  in de r  F o r m :  

Too 

A(~'(y) = / d ~  a /dxoD(y x) J(x). (1.10) 

Y~ 
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Im al]gemeinen sind also retardiertes und avanciertes Poten- 
tial zwei versehiedene Ausdriieke. Es gibt aber spezielle Ladungs- 
verteilungen, deren Fourierkoeffizienten J(k) ftir solche k ver- 
sehwinden, welehe Eigenvektoren des Fcldes sind. In diesem 
Falle ist ein Ausweichen des Integrationsweges in (1.4) nieht not- 
wendig, d .h .  beide Integrationswege geben denselben Wert:  Das 
avaneierte Potential dieser speziellen Ladungsverteilungen ist 
g]eich dem retardierten. 

M;)LI, E g  a) zeigte, dass die elektrodynamische Weehselwirkung 
zweier Elektronen in der Quantentheorie durch folgenden Weehsel- 
wirkungsunsatz bertieksichtigt werden kann:  Man berechne das 
retardierte oder avancierte Potential des ersten Elektrons am Orte 
des zweiten und multipliziere es mit der Ladung des zweiten 
Elektrons. Fiir frcie Elektronen fiihrt diese [Jberlegung tatsitch- 
lieh auf einen sytnetrischen Ausdruek, da die Matrixelemente des 
Stromes in ih re r  Fourieranalyse keine Eigenvektoren des Feldes 
enthalten. 

Aus dem Moller'schcn Ansatz liisst sieh alsdann die Breit'sche 
Weehselwirkung 4) dutch Entwieklung naeh 1/c gewinnen, deren 
Redukt.ion auf die grossen Komponenten der Diraefunktionen 
tatsfichlich die richtige Spln-Spin- und Spin-Bahn-Weehselwirkung 
der Pauli 'sehen Spintheorie liefert. 

Erinnert  man sieh der Vorsehrift, dass dieser Weehselwirkungs- 
ansatz nur als St6rung erster NSherung bei Eigenwertbereehnungen 
verwendet werden darf, so folgt, dass nur  statisehe Ladungs- 
verteilungen in Betraeht koinmen und somit retardiertes und 
avanciertes Potential  tatsitehlieh gleieh werden. 

HUI,ME 5) hat  spgter gezeigt, dass diese Moller'sehe Vorsehrift 
jeweils dann dureh eine strengere zu ersetzen ist, wenn das eine 
Teilehen strahlen kann:  Dann muss n5mlieh das retardierte Po- 
tential dieses strahlenden Teilehens am Orte des zweiten Teil- 
ehens multipliziert mit der Ladung des zweiten Teilehens gewtthlt 
werden, oder aber das avaneierte Potential des niehtstrahlenden 
Teilehens am Orte des strahlenden multipliziert mit dessen 
Ladung. 

Wir werden im folgenden diese IIulme'sehe Versehgrfung der 
Moller'sehen Vorsehrift als Resultat atlgemeiner quantontheore- 
tiseher {)berlegungen wiederfinden. Ihr klassisehes Analogon ist 
eben dieses Auftreten yon Eigenvektoren des Feldes in der ,,ge- 
misehten Ladungsdiehte" des einen Teilehens. 
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2. Lafranoe und Hamilton Funktion des Feldes. 
Das Fe ld  und die Ladung  sollen, der  Al lgemeinhei t  halber,  

als komplcx  angesehen werden. D a n n  folgt  aus der Lagrange-  
funkt ion  

L = f d ~ 2  
mit  der Lagrangefunkt ionsd ich te  

2 = - -  S ~ \ \  Ox 7xx , ~ \ Ox , 

(2.1) 
(conj. bedeu te t  den kon jug ie r t  komplexen  Ausdruck der  K l a m m e i -  
terme) in der iiblichen Weise (wenn m a n  A und A* als zwei unab-  
hi~ngige Funk t ionen  be t raehte t )  die Fo rme l  (0A). An Stelle von 
J s t eh t  der  Ausdruek 

�9 {_ oOx ' S . )  J e f f  ~ d - -  \ (2.9) 

Bezeichnet  man  J mi t  Ladung, so ist  (aus Dimensionsgrfinden) 
dcr Vie re rvek tor  S als Polarisation aufzufassen.  (9.2) ist  also die 
e/[ective Ladung in G1. (0.1). 

Die konjugicr ten  Momente  folgen in der tiblichen Weise zu 

p =  ~L O~ ( ___ d E )  1 0 A *  __1 . 

,5.4 ~A 0~ ' 003 S~C OXo + 2 c  S~ (2.8) 

und en tsprechend  fiir P* .  Die I I ami l tonfunk t i~n  e r rechne t  sich 
nach der Beziehung:  

H = - - L +  f d ~ ( A P + A * P  *) = W+V.  (~,.4) 

Dabei  s ind W und V die Volumintegra le  yon Energ ied ich ten  6)s 
und ~),  welche ihrerseits  die F o r m  

6)s 8 st \ \  0"~ ' O} + 12 A*A + 8 ~tc2])*_P (9,.5) 

und 

1 ( A . j  +[OA*, ~)+conj.)_4stc(PSo+conj. ) (2.6) 
~ = - -  ~- \ o~ 

haben*).  

*) Formel (2.4) ergibg ausser dem angeschriebenen W und V noch einen, 
nur yon der 1Y[aterie abh/ingigen (und daher ftir die Feldgleichungen belanglosen) 
Zusatzterm der Form 

Dieser Term ist aber, wie im zweiten Teile gezeigt werden wird, notwendig, damit 
die Bewegungsgleichungen der Materie sinnvoll werden. 
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Die kanonischen Gleichungen folgen durch die, im zweiten 
und dri t ten Glied der Gl. (2.3) definierte, funktionelle Differen- 
tiation des Hamiltonfunktionals nach A* resp. P zu 

-- 6 H  = 8 ~ c 2 P  * - 4  z~cSo (2.7) 

und 

3A* 8 ~ + ~ J - -  ' ~ (2.8) 

Differentiation nach der Zeit yon (2.7) und Elimination yon 15. 
aus (2.8) gibt dann tats~chlieh die G1. (0.1) mit der in (2.2) deft- 
nierten effektiven Ladung an Stelle yon J. 

3 ~. Quantisierun 9 der Feldtheorie.  

Die Quantisierung der skM~ren Feldtheorie wurde von PAULI 
und WEISSKOPF 6) durehgeffihrt. Die Operatoridentiti~ten 

P = ( i / h ) [ H , P ]  .... ~ H / ~ A  (8.1) 
' d -- ( i / h ) [ H , A ] -  3 H / 6 P  

folgen for jedes analytisehe Funktional  H der Operatoren P und 
A, wenn gilt 

[P(.~),A (~')] - (h / i )~(~  ~c') (3.2) 

und wenn gesternte Operatoren A* und P* mit niehtgesternten 
A und P vertausehbar sind. Dabei bedeutet eine eckige Klammer 

[a,b] a b - -  b a .  

Somit fo]gen die Bewegungsgleiehungen (2.7) und (2.8) auch 
fiir dis quantentheoretischen Operatoren, wenn wit fiir H den 
Operator verwenden, welcher aus den klassischen Gleichungen 
(2.4), (2.5) und (2.6) folgt, naehdem man darin die P*, A*, P 
und ,4 durch 0peratoren ersetzt, welche (3.2) erftillen. 

Dasselbe gilt noch, wenn wir start  V einen Operator K ver- 
wenden, for welchen gilt 

(i/h) [K ,  A] -- 5K /~  P - -  4 ~ c S o 

Diese Gleichung kann auch als Definition der Ladungsgr6ssen J 
und S angesehen werden. 



Wechselwirkungskrafte I 259 

232 E.C.G.  Stueckelberg. 

J und S sind Funktionen der kanonisehen Variablen, welehe 
den Zustand der Materie besehreiben. Bezeiehnen wir diese mit 
p und q, so sollen aus 

p (i/h) [K, p] 
(1 (i/h)[K,q~ (3.4) 

die (klassisehen) Bewegungsgleichungen for die Materie folgen. 
Das quantentheoretische Problem besteht in der L6sung der 

Schroedinger- Gleiehung 

(rt,s 0 
c ) t ]  u : o. (3.~) 

Wir folgen einer yon DTaAe, FOCK und PODOr, SK~) vorgesch|a- 
genen Methode : 

Es wird eine Funktion resp. Funktional W'(T,t)  eingef/ihrt, 
f~ir welehe gilt 

~" (t, t) - W t )  (3.6) 

und ein Operator K'(T, t ) ,  der ebenfalls der Beziehung 

K '  (t, t) = K (3.7) 

genfigt. In (3.7) wird angenommen, dass der Operabor K die Zeit t 
nieht explizit enthalte. K'  wird dann im allgemeinen explizit von 
T und t abh~ngen. Genfigt nun  die Funkt ion W' simultan den 
beiden Gleiehungen : 

h 0 ~ ~"(~r,t )  = 0 (3.8) c,,,7,' = ( w  + i = ~ T ]  

C+7 j' = ( K ' ( T , t )  + }~i : t ) T ' ( T ' t !  = 0  (3.9) 

so folgt daraus die Schroedingergleichung ftir das durch (3.6) 
definierte einzeitige 7'  mit H - W + K. 

Damit nun  die beiden GI. (3.8) und (3.9) simultan 15sbar 
sind, m~issen die Operatoren C T und Ct vertausehbar sein. Diese 
Bedingung 

[CT,Ct ]=[W,K'(T , t )] -~  h OK'(T,t)  
i o T  - o (3 .1o)  

stellt eine Differentialgleiehung f~ir die Abh~ngigkeit des Opera- 
tors K'  yon T dar. Ihre LSsung unter Bertieksiehtigung der An- 
fangsbedingung (3.7) ist 

K' (T,t) -- e~W (t--T)lh Ke ~W(t-- T)fh (3.11) 
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Die G1. (3.8) li~sst sich formal 15sen darch 

~"(T, t) = e ~ wT/h ~ ( t ) .  ( 3 . 1 2 )  

Ffir die nur  yon einer Zeit abhiingige Funkt ion y~ (t) gilt dann die 
aus (3.9), (3.11) und (3.12) folgende Schrocdingergleichung 

/ h 0 \ 
[K"  (t) + y ~ t  ) ~o(t) ~ 0 (3.13) 

wo K"( t )  den Operator 

K "  (t) = e ~ w~JhK e -i wr]h (3.14) 
bedeutet. 

Der Hamiltonoperator K"  in G1. (3.13) ist also der ursprfing- 
liche Operator K, in welehem die Operatoren A (~) durch Opera- 
toren A"(.~, t )  ersetzt sind, die sich durch dieselbe untO,re Trans- 
formation (3.14) aus den A (~)erreehnen lassen wie K"(t) aus K. 
Sieht man yore Operatorcharakter dsr A ab, so ist (3.13) die 
Schroedingergleichung der Materie unter dem Einfluss eines 
gegebenen, explizit yon der Zeit t abhangigen Potentialfeldes 
A (x, t). 

Dasselbe gilt ffir P. Urn sine explizite Form ffir die neuen 
Opera toren A" und P "  zn haben, entwickeln wir A"  in die I~eihe 

t 2 0 2 A "  A " ( x , t ) = A " ( ~ , O ) ~ - t  O A ' ' ( ~  0 ) +  (N ,0 )+  .. 
O t  ' 9, Ot 2 

Dabei gelten folgende Beziehungen, welehe ans (3.14) folgen: 

A" (~, 0) = A (~) 
OA" ~ W  
ot (~ ,o) :  (,i/h)EW, A(~)]= aP ~-S=c~P*(~) 

O2A,, 
0 t U (~c, O) = (i/h) ~ [ W,  [ W,  A 11 = 8 ~ e2 (i/h) [W, P*] 

O W  
= 8ze2 d A *  =c~(A l e ) A ( ~ )  

OSW. 

man den, nur  auf den Parameter ~ wirkenden, sym- l~tihrt 
bolischen Operator 

b(~) = v / - - d  + 12 

ein, so erh~,lt man allgemein: 

O~ A ,, 
~ t2 ,  ' (~,0) = (icb(~c))2~A(~) 

0 2 n + l A  ,t 
Ot2n+l (X ,0) = 8 ~'gc2(iob) - i ( i c b ) 2 n + l  p * ( x ) .  

(3.15) 

(3.16) 
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Zur Abkfirzung der Reihenentwicklungen des symbolischen Ope- 
rators b ftihren wir die Ausdriieke cos(bet) = c o s ( b x o )  und 
sin (bet) ~ sin (bxo) ein. Dann kann man schreiben: 

A"(~,,t) = A(x )  = cos (b(~)xo)`4(~.) 
+8 ~c2b(Tc)-lsin (b(Tc)xo) P*(~) .  (3.17) 

Wir werden im folgenden jeweils for  A " ( ~ , t )  das Symbol A(x) 
verwenden, wo x wieder den \Veltvector bedeutet.  

Diese yore Weltvector  x abh~ngigen Potentiale gehorchen 
best immten Vertauschungsrelationen. Seien x und y zwei Ereig- 
nisse, so gilt 

[A (x), A (y)] = [A (x)*, _4 (y)*] =: 0 (3.18) 

da d ( ~ )  und P(~)*  in (3.17) ver tausehbar  sind. 
Benii tzt  man die Vertauschungsrelat ion (3.2) und die (tazu 

konjugierte,  und schreibt  man die (%Funktion in Form ihrer 
Fourierentwicklung (analog (1.6)) 

~(~) = (2 ~) ~ f d ~ = ~ , ~ )  
so folgt bei Berficksichtigung yon 

b (~) ~ (~,;) = ko (7~) ~ (~,;~ (3.19) 

(wo ko(k ) wieder die (positive) Quadratwurzel aus (1.3) bedeutet) 
die Vcrtauschungsrelat ion 

[,4 (x)*, ,4 (y)] :: --  9. h.c_ D(x  -- y) .  (3.20) 

Dabei ist  D wieder die, durch ihre Fourierdarstel lung (1.9) deft- 
nierte invari~nte Funkt ion.  

Das in K eventuell vorkommende P " ( ~ , t )  kann dureh eine 
(3.17) analoge Reihe ausgedrtiekt  werden. Man finder dann, dass 

1 OA"(~c,t)* "(8=c) ~OA(x)*. (3.21) 
P " ( ~ , t )  = P ( x )  = 8 ~ c  ~ Ot Oxo 

Hat  der Weehselwirkungsanteil  Feld-Materie yon K speziell die 
Form V, deren Diehte dureh (2.6) gegeben ist, so ist  die ent- 
spreehende Dichte ~3"(~ ,t) dureh den invarianten Ausdruek 

1 ( A ( x ) * J ( ~ )  + (OA (x)* S(~))  + conj.) (3.22) 
~ "  (~ , t) = y o x  ' 

gegeben. J (~ )  und S(~) sind die (skalare) Ladung und der Vierer- 
vektor  ihrer Polarisation am Orte ~ .  Falls sie, wie in der Dirac- 
schen Theorie, nicht yon den Potent ialen A abhangen, so t r i t t  in 
ihnen t nach wie vor n ieht  explizit atif. 
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4. Ab le i tun9  des Weehse lwirkun[Isoperators  i m  K o n f i f l u r a t i o n e n r a u m .  

Besehreibt  man die Materie n icht  durch ein Materiefeld, son- 
dern durch die Koordinaten q* (s = 1, 2 . . . .  n) yon n Teilehen 
(Konfigurationenraum), so sind die Sehroedingerfunktionen T, W' 
und W, welehe wir im Paragraphen 3 verwendeten, Funkt ionale  der 
Fnnkt ionen A(}) und Funktionen der q~. Der I t ami l tonopera tor  
der Materie K "  wird sieh dann in eine Summe ~ ' K  * zerlegen, wo 
K s (neben Feldoperatoren) nur auf q" wirkende Operatoren ent- 
hiilt. Jedes K" selbst zerfiillt in einen Term Rs(qs), weleher nur 
auf q* wirkende Operatoren enth~tlf und in einen Term 

V~(qs, A"  (,2 ,t) ) = V~(t), 

welcher ausser auf qs wirkenden Operatoren,  noeh Feldoperatoren 
enth/ilt ,  die gem~ss dem vorhergehenden Paragraphen die Zeit t 
explizit  enthaltem 

Die Schroedingergleichung (3.13) 

(K,, h 0 = ( R + V +  h 0 
Y Or) ~ i or) ~ = 0  (4 . ] )  

(worin K "  die Summe der K '  und R resp. V die Summen aus 
den R ' resp. V ~ bedeutcn) 16sen wir dutch ein Niiherungsverfahrcn. 
Dazu denken wit uns den StSrungsterm V proport ional  einer kleinen 
Zahl, naeh der wir entwicke]n. 

Es sei also 
= ~o + ~ + yj2 + . . .  (4.2) 

wo yf" der m-ten Potenz dieser kleinen Zahl proport ional  sei. 
Setzt  man die Faktoren  der einzelnen Potenzen null, so erh~lt 
man aus (4.1) das folgende Gleichungssystem: 

( R +  h O )  ~ v ~  

( / ~ + h ~ t ) ~ ~  V ~ ~  (4.3) 

Die LSsung ~j l+  ~vl + ~o~ der drei angesehriebenen Gln. (4.3) 
ergibt  somit  die zweite Ngherung der L6sung yon (4.1). Sie ent- 
hiilt neben der Einwirkung yon Materie auf Feld,  bereits die 
Rfiekwirkung des dureh die Materie erzeugten Feldes auf diese 
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selbst.  Sornit ist  (tie Weehselwirkung zweiev Teilchen a, ufeinander 
in ihrer ersten Niiherung enthal ten.  Gelingt es uns, eine Relat ion 

vs(t) wl = _.~ ~:--. ~~ (4.4i 
r 

aufzufinden,  so ka :m man  die beiden letzt, en GI. des ausgesehrie- 
benen Systems (4.3) dureh Addi t ion in die Gleiehung 

h 0 

a 

zusammen ziehen. 
Entwickel t  man  (tie LSsung der GI. 

r ~ i Or) ~' : =  o, (4.6) 

we man  sieh V und X22U,'* mit  demselben kleinen Pa rame te r  
mult ip] iz ier t  denkt ,  so erh~lt man  als erste Gleiehung (ffir Fo) 
die erste G1. von  (4.3), w~thrend man  ftir die erste Niiherung @ 
(we die rSmisehen Indices die E n t w i e k h m g  naeh dem StSrungs- 
t e rm V+22XU""  in (4.6) bedeuten)  (tie G1. (4.5) mit  @ s t a t t  
9 :  + ~ ~ finder. Son,i t  ist die erste Ntiherung yon (4.6) identisuh 
mi t  der zweiten Niiherun 9 der r ieht igen G1. (4.1). Die hSheren 
Ngherungen  yon (4.6) ftihren aber  selbstverstfi.ndlieh zu falsehen 
Ausdrt ieken ftir % d. h. solehen, welehe der Sehroedingorgleiehung 
des Problems n ieh t  gentigen. 

Der  Term 
U ~" I U"', rCs (4.7) 

stel l t  dann offenbar die Wechselwirkungsenergie erster Niiherun 9 
zwisehen den Tei lehen r u n d  s dar.  

Zur Auff indung einer lZelation (4.4) be t rach%n wit  das Glei- 
ehungssys tem der n-Gle iehungen:  

7-  ~ w( t ' . . t " . . t  '~) :: 0. (4.8) 

F inden  wir die LSsung dieses mehrzei t igen  Systems,  so stellt  die 
Funk t ion  

~o (t, t , , ,  t) = W (t) ( 4 .9 )  

eine LSsung des Problems (4.1) dar.  t * ist  die , ,Par t ikelzei r  der 
s-ten Partikel .  Tatsgehl ich  sind aber  diese Gln. (4.8) nieht  s imul tan  
16sbar. Ngheres hiert iber finder, sieh bei Bl, oc~S). Wir werden 
aber  sehen, dass sie in erster NtLherung 15sbar sind und uns t a t -  
si~chlich eine Rela t ion  (4.4) ve rmi t t e ln  werden. 
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Dazu muss die Existenz eines Lorenzsystems gefordert werden, 
in welehem R s keine explizit zeitabhiingigen Kr~fte enthglt. Dies. 
ist bei freien Teilehen natiirlich der Fall. Ebenso im Ruhsystem 
des Atomkernes eines gebundenen Elektrons. Es existieren dann 
EigenlOsungen, fiir welehe gilt (wenn [(z) eine beliebige, dureh 
Reihenentwieklung' darstellbare Funkt ion yon z ist) 

[ ( R  ~) u . . . . .  ,~ = u . . . . . .  � 9  ~ ) .  (4.10) 

Die s,,~ sind yon den t ~ unabhiingige Funktionen.  Die zeitab- 
h~ngigen Funktionen 

v~,x..v,~ u ~ . . v ,  e i Z~s t3 (4.11) 

erfiillen dann die (4.8) in nullter Ni~herung. 
Wir betraehten jetzt den Ausdruek 

,(R~ I _hi 0(I~) w( t l " ' t n ) '  (4.12) 

wo w eine beliebige Funkt ion der q~ und t ~ und Funktional  der 
Feldvariablen ist, die in bezug auf ihre Zeitabhangigkeit in der 
For/TI 

w ~:- ~__~.. ~ e - i  X,-~ t~w . . . . .  , (4.12:) 
O) 1 (~)n 

darstellbar sei. 
Dann wird (4.12) die Summe 

~01 09 n 

Das Integral hat  dann folgenden Sinn: 

, - i  2(~ ,  o),.)t r . . . .  

])abel ist /* der zu / hermiteiseh konjugierte Operator. Ist /(z) 
eine recl]e Funktion,  so ist /* = / ( R  ~ -  h o)*), da R ~ ein hermi- 
teiseher Operator ist. Somit kann ffir das Integral geschrieben 
w e r d e n  : 

f dq~ . . . .  f dq~ ~'.. ~__j/(h(v,-%))ei S(v, �9 o)~.)t~,~;~ .v~w . . . . .  ,, (4.13) 
091 (~)n 

])a hiemit jede, durch Reihencntwicklung darstellbare, Funktion 
des Operators R"+hO/iOt  ~ definiert ist, k6nnen die Gleichungen des 
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zu (4.3) analogen Systems, wclehcs durch Entwickeln yon ~ in (4.8) 
erhalten wird, in erster N~herung durch 

y~l _ _ ~ ,  ( R" hi 0 ot~) v~(tr)w o (~.14) 

gel0st werden. 
Wir haben andererseits die Beziehung 

y~o(ti..t~) e - i X R r ( t ~ - t )  wo(t) (4.15) 

Sie ist leicht zu verifizieren, wenn man in Betracht zieht, dass 
too eine Linearkombination yon Eigenfunktionen u~,..v~ sein muss, 
deren Koeffizienten die Zeitabh~ngigkeit exp ( - - iX~r t  ) haben. 

Der Operator 

{( h O~- :V~( t~ )  V~(t~)e-iZRm(t~ t) I (4.16) 
U . . . .  R r  -}- i Otr ] ) t '~t  . . . . . .  t 

hat also tats~chlich die Eigenschaft (4.4). 
Gem~tss der Ableitung des Operators U ~ diirfen wir diesen 

nur in selner ersten N~herung verwenden. Somit interessieren 
uns nur  solche Matrixelemente, welche zeitunabh~ingig sind. 
Bercchnet man das vorerst mehrzeitige Matrixelement*) 

U'?~= dqL  "dq n d A v ~ ,  / ~ h 0 \ -~  (4.17) 

und verwendet man die Beziehung (4.13), so enthalt  es den Faktor 

i e i 0 ' / -  w~) t ~ . e iO, / -  %) t ~ 
. (4.1s) 

h i ( ~ / - -  ~) 

I)ie %t ~ kommen yon der Entwicklung yon 

W -- V 8 (t s) V ~ (t r) qdyl.. Yn ( t l ""  t ' )  

gemass (4.12a). 
Mit Hilfe des convergement gemachten Ausdruckes 

lira e ~ ! ~ ) !  = -  lim ~f~te i (~•  t 

kann dieser Faktor in ein Integral umgeformt werden und man 
erh~lt ffir das (mehrzeitige) Matrixelement die Form 

• 

t~ (4.19) 

*) f d A b e d e u t e t  Integrat ion tiber den Funk t i onen raum A ( ~  ( z .  B. 
R a u m  der Lichtquanten) .  
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Berficksichtigen wir noch die Bedingung, dass nur  zeitunabhiingige 
Matrixelemente eine Rolle spielen, so bedeutet  das,  dass nur  
Terme deren Exponenten der Beziehung 

(v , ' - -  %) + (v~'-- o)~) + ~ '  (v~ ' - -  v,~) 0 (4.19a) 
m~:s, r 

gehorchen, verwendet werden. W~thlt man die vv,..v~ in der fib- 
lichen Weise als orthogonales Funktionensystem, so muss v,~'- v,, 
sein, da fiir m e  r ,s  der Operator keine auf qm wirkenden Opera- 
toren enthi~lt. Daher kann (v/ oJ,) iiberall d u r c h -  ( v , ' - - % )  
ersetzt werden. Das bedeutet, in G1. (4.18), dass das Integral 
fiber dt ~ in (4.19) durch •  

- -  [ d V  

ersetzt werden kann.  Addiert man also zum Matrixelement yon 
U ~" dasjenige yon U,* um dasjenige des Wechselwirkungsopera- 
tors (4.7) Zu erhalten, und macht beim zweiten yon dieser Alter- 
nat ive Gebrauch, so finder man, dass die zeitfreien Matrixele- 
mente  des Weehselwirkungsoperators den Matrixelementen des 
Operators • 

t 

gleich sind. Ha t  nun  V * die Form 

1 f ( ~ .  , OA (x)* Ss(~))+conj.  + T e r m e i n  A 2 V~_ 2 ~ d ~ ( A ( x ) * a ' ( x ) ) ~  a x  ' 

worin J* und S * die Ladungs- and Polarisationsoperatoren bei 
Abwesenheit des Feldes bedeuten (ihre Abi~nderung bei Anwesenheit 
eines Feldes ist durch ,,+ Terme in A 2'' berticksichtigt), so gentigt 
es in (4.20) nur  die in A linearcn Terme zu berticksichtigen. Die 
hSheren Terme mitzunehmen, wgre inkorrekt, da wir bei unserein 
Nttherungsverfahren die kleine GrSsse, nach der wir entwickeln, 
nur  bis zur zweiten Potenz berticksichtigen wollen. Die Ausdrticke 
J* und S ~ enthalten also kelne Feldoperatoren mehr und sind 
daher mit den Feldoperatoren vertauschbar. 

Wir ftihren den Operator 

j ~ ( y ) _  eiRr(yo--Ct)/ch j~(~)e-iR~(yo ct)/ch (4.9,1) 

ein, dessen Erwartungswert den Erwartungswert der Ladung des 
Teilchens s am Orte ~1 zu der (im allgemeinen yon der in der 
Schroedingergleichung vorkommenden Zeit t verschiedenen) Zeit 
yo/c ergibt (Operator der retardierten Ladung). Der Wechselwir- 



W e c h s e l w i r k u n g s k r a f t e  I 267 

240 E . C . G .  S t u e c k e l b e r g .  

kungsopera tor  darf dram wegen der Ver tausehungsre la t ion  (3.18) 
und (3.20) in der F o r m  geschrieben werden 

mit*) 
• 

A~(x) ::fdyoJ J'(y)D(.~ y) i Sr(y) O l ) ( ~ - y ) ~  
~o ' Oy  ] ] "  

Den zweiten Term des In tegranden  kann man dureh part iel le 
In tegra t ion  noeh umformen ,  da die D-Funk t i on  auf  tier 0ber -  
fl~che des v ierdimensionalen  Halbraumes  verschwindet ,  und erhi~lt 

•  

A.(~) =/dyofd~'J~.(:~)D(z--y), (4.23) 
Jco 

WO 

0 Z.(y)) (4.24) J ~ ( Y )  = j ,  (y) ~yy , 

die in (2.2) definiei te  effekt ive  Ladung  des Teilehens r a m  0 r t e  
zur Zei t  yo/c bedeutet .  

(4.23) ist  aber niehts  anderes als die klassisehe Formel  (1.10) 
ftir das re ta rd ier te  oder avanc ie r te  Poten t ia l  in opera tor ie l ler  Form.  

Der  Operator  (J.22) enth~l t  keine Fe ldopera toren  mehr  und 
ftihrt ohne weiteres auf  die Moller 'sche Vorsehrift .  Dabe~ ist  
offenbar re tardier tes  und nvancier tes  Poten t ia l  gleieh. 

K a n n  aber  das Tei lchen r s t rahlen ,  so bedeu te t  das, dass 
die Funk t ion  y~l in (4.14) unendlich wird,  d. h.,: dass im Nenner  
yon (4.18) Glieder mi t  ~ '=eo~ v o r k o m m e n .  ]:)as ist  i m m e r  dann 
der Fall ,  wenn die Four ie rana lyse  des Matr ixe lementes  des �9 
rators J r ( x )  for  gewisse lJberg~nge die im  Pa rag raphen  1 deft- 
nierten E igenvek to ren  des Feldes enth~lt .  Die erste N~herung 

*) Im Zeitanteil des skalaren Produktes muss eigentlieh stehen: 
•  

- , fd;~ s:(~) fdy0-  ~ - / d p ( J ~ ( y ) * v  . . . .  ) 
J d Xo " 

d. h. 0/0 x 0 steht unter dens Integra~zeichen nach dy  o. Setz~ man es, wle in Formel 
(4.22), vor alas lntegralzeichen, so erh~lt man wegen cler Beziehung: 

fOD(x)  l ~ IOD(x)[ 0 

e inen  Z u s a t z t e r m  von  d e r  F o r m  i 4 o 

weleher sieh gegen den in der Anm. zu S. 230 (2.64) erwi~hnten Term forthebt. 
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gibt  e inen wesent l ichen Bei t rag zur Sb6rung der Wel lenfunkt ion  9 ~ 
Der  Anfangszus tand wlrd exponentiel l  abklingen. Tr~gt  man dem 
schon in der nul]ten N~herung dm]urch Reehnung,  dass man an 
Stells yon (4.11) 

i Z  v m t m 
v~ 1..~. = r%. .~ ,  e ~ ,~  �9 F (  ~ , + i r ,  t ~) 

nfit (4.25) 
F ( ~ , t )  = { 0  ffir t < 0  

e T M  ffir t > 0  

seh re ib t ,  so lautet ,  wie man sich durch  Fourierdarst .el lung (oder 
In t eg ra t i en  nach der Zei t  in der fiblichen Weise) le ieht  i iberzeugt 
(4.18) 

--oD 

f dtF(v/_~o ~ ~ i y ,  t ) . e i ( ~ ,  ' og~)t~ (4.18a) 

Formel  (4.19) bleibt  also zu Reeh t  bestehen,  wenn man nur  das 
V o r z e i e h e n -  c~ ~als obere ln tegra t ionsgrenze  beh~tlt. 

Die Formel  (4.17) fiir U ~ en thMt  hash  wie vo r  den Fak to r  
(4.18) mi t  r und s ver tauseht .  Ff ig t  man  je tz t  den Te rm 

i _ e i ( v ( -  %) t~ 

zu diesem Fak tor  hinzu,  so f iberzeugt man sieh, dass dieser Zu- 
satz k e i n e n  Be i t rag  zu ze i tunabhangigen  Matr ixe]ementen  liefert, 
wenn das s-te Teilehen nieht  s t rablen kann. Da y sins, im Ver- 
gleieh zu v / - - w ~  versehwindend kleine Gr6sse bedeute t ,  so gilt. 
naeh wie vor  die Energiere la t ion (4.19a), welehe wieder  ges ta t te t ,  
das mi t  Zusa tz te rm versehene (s und  r ver tauseht )  (4.18) al.~ 
In tegra l  fiber d t  ~ yon t ~ bis - - o o  auszudri ieken.  

Der  in (4:9.2) auf t re tende  Opera tor  (4.23) enth~l t  also nur  die 
Grenze oo und ist, gem~ss der l )ef ini t ion (1.10) der  Operator  de,q 
r e t a rd ie r t en  Potent ia ls  des r- ten (s t rahlen k6nnenden)  Teilchens 5). 

5. Ableitun.q des Weehse lvvirkungsoperators  in. 9ew6hn l i ehen  Raum.  

Die D~rstellung- der Materie durch die Koord ina ten  yon 
R a u m p u n k t e n  q~ ist  nur  dann inSglieh, wenn dis Teilehenzahl 
der Mate r iequan ten  erhal ten  bleibt.  Das ist  aber,  wie das Experi-  
m e n t  nnd  die Theorie  zeigen, n ich t  der Fall  (Paarerzeugung).  
Man griff daher zu der Fe lddars te lhmg der Materie,  deren ein- 
fgehsts  F o r m  die Dars te l lung dureh einen Sehroedinger ' sehen Feld-  
skalar  q('2) ist. Seine Quant is ierung ist  yon PAL~LI und W~ISS- 
KOPS 6) angegeben worden.  Eine andere  M6gliehkeit  (die einzige, 
welchs den Halbzahl igen Spin der Mate r i equan ten  vermi t te l t )  ist  

16 
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die Dirae'sche Darstellung durch einen vierkomponentigen Feld- 
spinor q~(~) (g = 1 , 2 ,  3, 4). Die Quantisierung des Diraefeldes 
bringt  gewisse Schwierigkeiten mit  sieh (LSchertheorie). In einer, 
VOI1 MAJORANA 9) vorgcschlagenen, Quantisierungsmethode t r i t t  
diese LOcherdarstellung nicht explizit  in Erscheinung. 

Die Schroedingergleichung (3.13) kann aueh bei Fehtdar-  
stellung in der Form (4.1) zerlegt werden. Nur sind R und V 
nicht  mehr Summen yon n Termen R s und V ~, sondern Raum- 
integrale yon gewissen Dichten 

/r = f d~3~r V = f d ~ 3 ~ ( ~ ) t .  (5.1) 

Die [Jberlegungen bis zu Formel  (4.4) behalten ihre Gfiltig- 
keit*). (4.4) selbst ist hingogen durch die Forderung zu crsetzen, 
dass ein Operator 11(~, ~) existiert,  ffir den gilt  

GI. (4.6) enthiilt  dann an Stelle der Doppelsumme fiber U ~ ein 
Doppelintegral tiber den Operator 21('~, ~). Entsprechend der 
Funkt ion  F (ta...  t ~) ffihrt man ein Funktiona[ F (t (.~)) e~n, welches 
der Gleichung : 

( f  d~,~(~ .... y) ~'~ (~) + f ,~a~(~ ~) ~(~  , t(~)) 

+ i Ot ~f=0  (5.3) 

gentigt. Dabei soll 5(~) vorerst noeh einen endliehen Bereich 
ausftillen. Die zeitfreien Eigenfunktionen nullter N~therung u der 
Gleichung (5.3) sind dann die Eigenfunktionen des Operators, 
weleher der in einem durch die 6-Funktion um den Ort ~ deft- 
nierte Volumen enthaltenen Energie der Materie entspricht, t(~) 
ist, analog der , ,Partikelzeit",  als , ,Lokalzeit" zu bezeichnen. Man 
kann nun leicht die weiteren Rechnungen in rol ler  Analogie zum 
vorhergehenden Paragraphen durchftihren und erhi~It nach dem 
Ubergang zur 6-Funktion ftir den Wechselwirkungsoperator s t a t t  
(4.22) 

0 A (x) ~ ~ conj./ (5.4) U = - -  

rnit :t:co 

f f (5.5) 
xG 

*) Die Schroedingerfunktion y~ ist natiirlich jetzt Funktional yon A(.~) 
und q(x). 
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Dabei sind J ( y )  und S(y )  wieder die retardierten Ladungsopera- 
toren nullter N~herung (A = 0), welehe sich aus den Operatoren 
J(~) und S(.~) durch 

J (y) = e i R (Yo- cO~he J ~j) e - i  R (Yo- cO~he (5.6) 

ergeben. Der Faktor 1/4 in (5.4) kommt davon her, dass .~ und 7] 
fiber den ganzen Raum integriert werden und  somit jedes Volum- 
element doppelt gezi~hlt worden ist. Eine Absonderung des Seibst- 
energieterms, die in (4.22) dureh Auslassen der Terme r = s ge- 
sehieht, wird hier natfirlich unmSglich. Ausser (5.4) erh~lt man, 
wegen der Nichtvertauschbarkeit der Ladungsoperatoren mitein- 
ander, noch Glieder, welche dem Quadrat der Feldoperatoren 
proportional sind, und welche zu Se]bstenergie, Doppelabsorption 
und -emission und Comptoneffekt beitragen. 

6. Vera l lgemeinerun 9 auf m e h r k o m p o n e n t i g e  Felder.  

Die Verallgemeinerung auf mehrkomponentige Tensorfelder 
kann formal einfach dadurch erhalten werden, dass A, J und S~ 
weitere Tensorindices erhalten, z. B. ffir ein Vierervektorfeht A~, 
Ji  und Sik. 

Dann wlrd aber die Energie W ihren positiv definiten Charak- 
ter verlieren. Dem kann nur dadurch abgeholfen werden, dass 
man Nebenbedingungen einfiihrt. 

Ffir den Fall 1 .- 0 lautet  diese Nebenbedingung im materie- 
freien Raum bekanntlich 7) 

( 0 )  Ux-,A ~=0. (6.1) 

Sie ist mit  sich selbst und mit  ihrer konjugiert  komplexen (d.h. Eir 
zwei Ereignisse x und y) vertr~.glich. 

Ftir den Fall l ~ 0 ist es nieht mOglieh, eine Nebenbedingung 
zu finden. Ffihrt man aber, neben dem Feld A~ noch ein skalares 
Feld B ein, das einer Feldgleichung vom Typus (0.1) mit demselben 
l genfigt, so ergibt 

eine positiv definite Energie und ist mit  sieh selbst und mit  seiner 
konjugierL komplexen vert.ausehbar. 

Bei Anwesenheit yon Materie sind die Nebenbedingungen in 
bestimmter Weise abzuiindern, damit sie im Laufe der Zeit t 
erhalten bleiben. 



Wechselwirkungskrafte I 271 

244 E . C . G .  Stucckelberg. 

Aus (6.1) folgen in b e k a n n t e r  Weise dim Maxwel l ' s ehen  Glei 
ehungen .  Sie besagen  u . a . ,  dass ein P h o t o n  neben  s e i n e m  Im-  
puls e inen we i t e r en  F r e i h e i t s g r a d  besitzt. :  die Po la r i sa t ion .  Diese 
ist  nu t  zweier  Wer t e  f;~hig (z. B. l inks-  u n d  reehtszirkul-~r),  resp. 
das  P h o t o n  hx t  imr  zwei E i n s t e l l m 6 g l i e h k e i t e n  des Spins.  Aus 
(6.2) folgen gewisse Maxwel l - i thnl iehe  u n d  yon  PROCA TM) disku-  
t, ierte G le i ehungen :  Das F e l d  k e n n t  drei  l inear  u n a b h ~ n g i g e  Polnri-  
sat~ionsformen, welehe e i n e m  Tei lehen m i t  drei  E ins te l lm6gl ieh-  
ke i ten  des Spins  en t sp r eehen .  Die E i g e n w e r t e  des Spins  sind 
na t t i r l i eh  (lie ganzzah t igen  Viel faehen h, 0 -_nd h yon  h. 

h i  e i n e m  zweiten Tei le  soll das P roea fe ld  als A n w e n d u n g  
der  vo rgeseh lagenen  M e t h o d e  b e h a n d e l t  werden .  

Wie mi r  He r r  Dr. N. KFXU~E~. f reund l i cherweise  mi t t e i l t ,  
s ind  von i b m  se lbs t  und  yon  a n d e r e n  Aut~oren 11) ve r seh iedene  
Arbe i t en  im Ersehe inen ,  wetehe das Pl 'oetdeld  und  seine Anwen-  
dung  auf  (tie Weehse lw i rkung  zwisehen N e u t r o n e n  u n d  P r o t o n e n  
behande ln .  

Der Vortei l  der  vo r l i egenden  Met, hode  l iegt  dar in ,  dass  sie, 
ohne  expl iz i tes  E ingehen  a.uf (tie Q u a . n t e n s t r u k t u r  der  F e l d e r  
trod ohne spezielle A n n a h m e n  iiber die Darst ,  e l lung dot  Mater ie l  
(lie B e r e e h n u n g  der  r e t a r d i e r t e n  u n d  n a t t i r l i e h  a u e h  der  n ieh t -  
ve ta rd ie r t en  W e e h s e l w i r k u n g s t e r m e  gesi:atte~. 

In  Erbere ins t immul lg  m i t  K e m m e r  s ehe in t  es mir  m6glieh,  
dass  ein komplexes  P roea fe ld  (dessen Te i l ehen  , ,sehwere Elek-  
t r o n e n "  u n d  , ,sehwere A n t i e l e k t r o n e n "  sind) u n d  ein Proea-  
feld ((lessen Tei lehen u n g e t a d e n  sind) (lie Kernkr~tf te  vollsg~tndig 
besehre ib t .  

Ins t i~n t  de Phys ique ,  Universi~6 de Genbve .  
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Inhalt. 

Teil 11. Die in Teil I angegebene Methode zur Berechnnng der Wechsel~ 
wirkung zwischen zwei Ladungen wird auf t in  ViererpotenlAal verallgemeinert. 
Eine ioositiv definite Feldenergie kann aueh fiir ein Feld, dessert Teilchen eine 
nicht versehwindende Ruhemasse besitzen, durch eine Nebenbedingung erzeugt 
werden. Es wird die allgemeine Form der dutch dieses Feld vermittel ten Weehsel- 
wirkung zwisehen zwei Spinorteilehen gegeben. 

Teil I i 1 .  Die Bewegungsgleiehung des J52ernkraftfeldes und des Spinorfeldes 
der Materie werden quantenmeehanisch aus einem Hamiltonoperator abgeleitet. 
Es zeigt sieh, dass Operatoren existieren, welche der Kontinuit/~tsgleichung ge- 
niigen. Verlangt man die ErhMtung der elektrisehen Ladung und die Erhaltung 
der Diehte der sehweren 's so sind im wesentliehen vier verschiedene 
Felder mSglieh. Ihre Teilehen sind: geladene und ungcladene leiehte Teilchen 
mit  einer Masse, deren Comptonwellenl~nge der Reichweite der Kr/~fte zwischen 
sehweren Teilehen entspricht, und geladene und ungeladene schwere Teilchen, 
deren Masse gr6sser Ms Proton resp. Neutronmasse ist. 

Die empirische Form der Kr~fte zwisehen Neutron und Proton ergibt sieh 
nur dann, wenn man aueh fiir die ungeladenen leiehten Teilehen die Existenz 
zweier Teilchensorten annimmt  (Antiteilehen). Hingegen best/~tigt sich die Ver- 
mutung, dass eine Theorie otme Antineutrino im Sinne Majoranas mSglich ist. 

TEIL II .  

7.  V e r a l l g e m e i n e r u n  fl der  T h e o r i c  a u f  e i n  V i e r e r p o t e n t i a l .  

In  einem ersten Teile 1~) wurde gezeigt, dass die gegenseltlgen 
St6rungen zwischen zwei Materiepartikeln in erster N~herung aus 
einer Hami l tonfunkt ion  berechnet werden kSnnen, in weleher ein 
Teil der Weehsolwirkung Feld-Materie durch gewisso Wechsel- 
wirkungsterme Materie-Materie ersetzt werden. Diese Terme 
hat ten folgende Form:  Operator der retardierten Ladung des einen 
Teilehens am Orte des andern mal Ladung des anderen Teilehens. 

In  der Ab!eitung besehrgnkten wir uns auf den skalaren Fall.  
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Ein solches skalarcs Feld gibt  aber eine Weehselwirkung 
zwischen den Kernbestandte i len  (I)rotonen und Neutronen), welche 
ein falsches Vorzeichen und falsche Spinabhi~ngigkeit bcsi tz t :  
Der skalare Anteil  yon (4.22) is t  positiv,  gibt  also Abstossung. 

Es sell daher als Verallgemeinernng des Feld  eines Vicrer- 
potent ials  behandelt  werden. 

I m  vorliegenden zweiten Tell sell daher zuerst die Frage des 
Vorzeichens der Feldenergie diskut ier t  werdcn und naehhcr sollen 
die re tardier ten Potent ia le  berechnet wcrden. 

Formal  geschieht die Verallgemeinerung cinfach dadureh, 
dass den GrSssen A (Potential),  J (Ladung) und Sk (Polarisation) 
ein Index  i ( i =  0,1,2,3) angeh~ngt wird:  Ai, Ji, Si~. 

Die Formeln yon Tell I gelten w6rtlich welter, wenn man die 
in den A, P,  J und S bilinearon Terme durch entspreehende Sum- 
men itber i (yon 0 bis 3) ersetzt. 

So zum Beispiel: 

A*A d u r c h ~ e i A * A ~ =  (A, A) 
i 

(und analog ffir P'P)  

PSo dureh ~ eiPiS~o 

0~ ' 0~  d u r e h ~ "  ~ S i 0 x ~  Ox~ usw. 

Dabei  bedeutet  Z '  eine nut  fiber 1,2 und 3 erstreckte Summe. 
e~ ha t  ffir i =  1, 2 , 3  den Wert  +1 und fiir i - -  o den Wert  - -1 .  

Die Vertausehungsrelat ionen (3.2) sind dureh 

[Ps (~), A~, (}')] = d,, (h/i) (~ (? - - ? ' )  (7.1) 

zu ersetzen. Die Gleiehungen (2.3) resp. (2.7) und (2.8) sind, wegen 
des Auftretens s~, dureh 

A i ~  ~ H  
d P ,  ~ e~ (8 ~ ~ p*  ~ 4 ~ c s~o) (7.2) 

!#* dH ( 1 (A__12) A ,+�89 OSik~ I (7.3) 
(~A* si 82 \ k oxk ]/ 

Formcl  (3.17) erh~lt  deshalb im zweiten (P(~)*--)  Term 
ebenfulls den Fak to r  e~. Dieser hat  zur Folge, dass die Vertauschungs- 
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relationen ffir die explizit zeitabhgngigen 0peratoren A~ (X) die 
Form erhalten : 

[ A i ( x ) * , A k ( y ) ] =  2hc s~b~kD(x--y) .  (7.4) 

Die endgtiltige Form for den Wechselwirkungsoperator (4.9'2), 
(4.23) und (4.24) iindert sieh nur insofern, als er dureh eine Summe 
fiber i (mit e~) zu ersetzen ist. 

8. E r z e u g u n  9 posit iv def initer  Energiedichte  durch eine Nebenbed ingun  9. 

Den Operator der Energiediehte des Strahlungsfeldes (2.5) 
formen wir ebenfalls dutch die uniti~re Transformation (3.14) 
urn. Das bedeutet, dass in (9,.5) die As (~) durch die explizit zeit- 
abhgngigen Operatoren Ai (x) und die Pi (~c) dutch die zeitlichen 
Ableitungen der As (x) ersetzt. (Gleichung (3.21) enthi~lt wegen 
(7.2) den Faktor es.) Man kann dann die Energiedichte als Summe 
der Energiediehten einzelner Potentialkomponenten schreiben: 

mit 

= Y ~, ~ (~s) (s.1) 
i 

(A) = ~ Oxk Ox~ + A*A . (8.2) 

Der Ausdruek (8.9,) ist stets positiv, da der Faktor  e~ nicht 
auftri t t  (die Summe fiber k ist also kein skalares Produkt).  Die 
Energiediehte (8.1) hingegen enth~lt ffir i = 0  einen negativen Sum- 
manden. In der Elektrodynamik kann die positiv definite Energie 
dureh die homogene Nebenbedingung (6.1) erzeugt werden. Im 
Falle 1 = o hingegen ist diese Nebenbedingung nicht mehr mit 
ihrer konjugiert komplexen vertauschbar. Ffihren wir aber neben 
den vier Potentialkomponenten As noeh eine skalare Komponente B 
ein, die ebenfalls einer Wellengleiehung (1.1) mit demselben 1 ge- 
nfigt, so ist die Nebenbedingung (6.2) am Orte y mit  ihrer kon- 
jugiert komplexen am Orte x vertausehbar.  Man findet 

0 0 
~(6.2)*, (6.2)] ~ eiOxs Oy D (x--y) + 1 ~ D (x--y) 

(J--12) D ( x - - y )  = O. 

Die letzte Gleichsetzung erfolgte, well die D-funktion ihrer 
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IIerkunft  nach (Differenz zwisehen avanciertem undretardier tem 
Potential) der homogenen Wellenglciehung gen0gt. 

Die Nebenbedingung kann aueh in folgender Form gesehrieben 
werden : 

OAo 
Ox~ ~ = ( - -d iv  A - - 1 B )  y~. (8.3) 

Obt man auf beide Seitcn der Gleiehung die Operation OA~ 
O x o 

aus und berticksichtigt, dass sic mit dem Operator der rechten 
Seite vcrtauschbar ist, so folgt aus (8.3) und aus der conj. compl. 
Bedingung (6;2) die Identit~t:  

0 A 2 0 A  o 
O x o oX o ~v = ( - -a i r  A* div A -  l (B* div _4+div .4". B) 

- l~ B'B) 9, (8.4) 

welehc einen der negativen Tcrme yon (8.1) eliminiert. 
FOr den Term - - g r a d  A~* grad A o - - l  2 A~ d o = [ schreiben 

wir --[  + 2f und formen den Term 2/durch  partiellc Integration um 

fd.~39,/= f d~3 (A~ (~_t2) & +_~ (A--~) Ao). 

Beriicksiehtigt man, dass A o der homogenen Wellengleichung 
gen0gt, so folgt aus der Nebenbcdingung: 

__ d .  O2Ao . / d i v  0 ~  + ~oXo ) ~v = 0.  A(~(A 12) A o ~ f = -  o Ox~o y ~ = -  A~ \ Ox o OB 

Die Terme, welche div linear enthalten, formen wir noch 
durch partielle Integration urn. Dann kann das Integral der 
Energiediehte mit dem Intergranden ~ '  geschrieben werden: 

mit 

~ ,  1 ( - ) = S , ~  (rot d*, rot 2) + (gr~d A~ + OA~, gr~d Ao + O~ 
\ 0 x o OXo 

(.lA o*--OB'~ / + 

Die Nebenbedingung (6.2) (oder (8.3)) ergibt also eine stets 
positive Energiediehte. 
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Ft ihren wir  je tz t  den n e u e n  Vierervektor  des Po ten t ia l s  

OB 
~ = Ai  + e~ 1-1 (8.6) 

Ox~ 

ein u n d  dan  an t i symet r i schen  Feldst i~rkentensor 

t)(iSk O~i OAt: OAi 
Fik  = e l - -  - -  e~ -- ei - -  ek - -  (8.7) 

Oxi Ox~ ~ Ox~ 
so kann  die Energiedichte  u n t e r  Verwendung  des d re id imens iona len  
Vektors 

f f  mi t  K o m p o n e n t e n  (F01, F02, Foa ) 

u n d  des dre id imens iona len  Pseudovektors  

F m i t  K o m p o n e n t e n  (F2~, F a ,  F12 ) 
die Fo rm 

~ ,  1 ((~,~., ~,~) + (f t . ,  if) + Z2 ( ~ . ,  ~ )  + 12 +~ + o )  (8.8) 

gebracht  werden.  Die Energiedichte  ist  also posit iv def in i t  u n d  
geht  ftir l - -  0 (B verschwindet  identisch) bei reellen Fe lds t a rken  
in den Energ ieausdruck  der Maxwellschen E l e k t r o d y n a m i k  fiber*). 

9. Die Nebenbedingun 9 bei Anwesenhe i t  yon  Ladunflen.  

Bei Anwesenhe i t  von  L a d u n g e n  muss das F u n k t i o n a l  ~ n ich t  
nu r  der Nebenbodingung ,  sondern  auch der Schroedingergleichung 
(3.13) (wit schreiben im folgenden stets K fiir K")  

i ~ 0 (9.2) 

genfigen, t t i e r  isV also K der  I t a m i l t o n o p e r a t o r  der Materie ,  in  
welehem die explizit  zei tabhiingigen Po ten t i a le  auf t re ten .  

Schreibt  m a n  K in F o r m  eines Integrals  fiber d~ 3 (der Weehsel-  
wi rkungsante i l  Fe ld - -Mate r ie  habe zum Beispiel die F o r m  des 
In tegra ls  fiber den Ausdruek  (3 .22 ) )und f f ih r t  als SehrSdingerzei t  
x o = et ein, so errechnet  sich aus den Ver t ausehungs re l a t ionen  (7.4) 

0 3" 0 

*) ~ ist aueh tats~ehlieh die 0 - 0  Komponente des Tensors 
1 

2 ~ s l l  ( ~:~'F~+mF~'~+ z r +~+ com.) -  ~ ~,~ ~, - m  

wo ~ die Proca'sche Lagrangefunktionsdichtc (11.8) bedeutet. 
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(O/Oxo ist  natfirlieh mi t  Ai (y) vertauschbar . )  Ein analoger 
Ausdruek folgt ftir B. Die Ladungs- und Polarisationsgr6ssen 
(~ ist der Integrand von K und ha t  z. B. die F o r m  (3.22)) 
werden folgendermassen definiert :  

- - 2  d ~  __ j n  O ~  
o R *  _ 9, o o . .  = s ~  

0 x i 

O~ - - 2 0 ~  

0 x k 

(92,) 

Wir erhal ten  folgende Vertauschungsrelat ion 

['+ ? ,~ , (4 ")+ "1= 
+l (JB--1T) ) D (x--y) --(Jo--l S2) O D Oxo(X--Y) } (9.3) 

Das Argument  der  Ladungs-  und Polarlsat ionsoperatoren 
ist ~. Ft i r  den Tensor S~, wurde die einschr~nkende Annahme 
gemacht 

S ~  - e~($~k T + S ~ ,  S~k = - -S~ i :  (9.4) 

Dami t  das Funkt ional  F gleichzeitig die Nebenbedingung und 
die Schr6dingergleichung erftill% mtissen die beidei; Operatoren:  
, ,Nebenbedingung und K+hO/~Ot" ver tauschbar  sein. Das ist 
aber gem~tss (9.3) nicht  der Fall .  

Wir  addieren d a t u m  zur Nebenbedingung noch einen in- 
homogenen Term, d . h .  wir sehreiben 

wo Jo' die O-Komponente eines oombinierten Ladungsvektors ist. 

J , '  = J~ - -  1S B (9.6) 
Dann gilt  : 

[ K+hc OXo' f d~3J~ 
0 D (x-- y) \ 

Der Skalar R' ist als Viererdivergenz yon J~' definiert; 

i [K, Jo'] + d iv  J '  = R'  = 1 30 , § div J ' .  (9.8) 
h ~  c 
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Vergleich yon (9.3) und (9.7) zeigt, dass die inhomogene 
Nebenbedingung (9.5) im Laufe der Zeit erhalten bleibt ,  wenn die 
Operator ident i t~t  

3 o' § c div J' = l (JB __ 1 T) (9.9) 

identisch erffillt ist. 
Ferner  muss Jo' mit  den Potent ia lopera toren  and  mit  Jo'* 

ver tauschbar  sein, dami t  die inhomogene Nebenbedingung mit  sich 
selbst und mit ihrer konjugiert  komplexen vertr~glieh bleibt. 

In  der E lek t rodynamik  verschwinden B und I. Ferner  ver-  
sehwindet aueh die Viererdivergenz des elektrisehen Stromes. 
(9.9) is t  also erftill t  und die Nebenbedingung (9.5) ist mSglich. 
Sie-ffihrt  bekanntl ieh auf die Maxwellschen G l e i e h u n g e n .  

Bei den Kernkri~ften wird sich zeigen, dass Jo' nieht  mi t  
Jo* vcr tausehbar  is~. Eine Nebenbedingung in inhomogener Fo rm 
ist  daher  nicht m6glieh. Die einzige LSsung, welehe (9.9) erftillt, 
bes teh t  darin, dass der VierervektoI" J i '  und dami t  aueh seine 
Viererdivergenz versehwinden, und dass J ~ :  1T. 

Aus dem identisehen Verschwinden der beiden Seiten der 
Gleiehung (9.9) und aus dcr Definit ion der Ladungs-  und Po- 
laris~tionsgriissen (9.2) (9.4) (9.6) und (9.8) folgt dann, dass ~ nu t  
yon den folgenden Verbindungen des skalaren Potent ia ls  B und 
des Viererpotentials  Ai  abh~tngen kann:  

1. Vom Skalar 

2. Von den in (8.6) definierten Potentalcn ~bi. 
3. Wegen der Antisymetr ie  des Tensors S~k (9.4), yon den 

Feldst~rken Fik.  
Wegen der, nunmehr  homogenen und mit  K ver tausehbaren,  

Nebenbedingung veI)schwindet die unter  1. erwahnte  skalare Ab- 
hangigkei t .  (Nattirlich kann widerspruehsfrci  eine weitere Ab- 
hi~ngigkcit yon einem weiteren Skalarfeld C, welches unabhi~ngig 
yon dem zur Erzeugung der ~5~ verwendeten B ist,  eingeffihr~ 
werden.) 

Wi t  schreibcn noch die Vertauschungsrelat ionen dieser neuen 
GrSssen : 

~* = ~ ( ~ k - - ~  12 ) D ( x - - y )  
[ ~ (~), ~ (y)] ~ h ~ 0~ 

i Oxi Oxk (9.10) 
hc ? 0 

2O 
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Gesternte GrSssen sind nach wie vor mit ungesternten ver- 
tauschbal ' .  

Die Nebenbedingung nimmt, wegen der Definition der ~b~, 
die an die Vacuumelekt rodynamik erinnernde Form an 

Da die ~ wie die A~ und die B der homogenen \Vellengleiehung 

( ~ -  t2) ~ i  = 0 (9.1~,) 

genfigen, so folgcn fiir die in (8.7) definierten Feldsti~rken wegen 
der Nebenbedingung (9.11) die Proca'sehen Gleiehungen 1~ 

( ~ O F k ~ 1 2  ] O. (0.13) 

FOr I = 0 gehen sic in die Maxwell 'schen Gleichungen des 
Vacuums fiber. 

Mit genau gleichem Recht,  wie wit  (9.11) als Nebenbedingung 
behandel ten und daraus die vier Gleichungen (9.13) herleiteten, 
kSnnen wit eine der Gleichungen (9.13) als Nebenbedingung be- 
t rachten und daraus die drei anderen Gleichungen (und die Glei- 
chung (9.11)) entwiekeln. 

In  der E lek t rodynamik  liess sich durch die Elimination der 
Nebenbedingung die Coulomb'sche Wechselwirkung einfiihren. Das 
Feld ha t t e  dann nut  noch zwei t ransversale  Komponentcn.  Nine 
solche El iminat ion is t  bei nieht  versehwindender  Ruhmasse(  l+ 0) 
unmOglich, t t ingegen kann  die Nebenbedingung durch eine De/i- 
nition der Operatoren identisch befriedigt  warden: 

Man wEhlt die Gleichung (9.13) ffir i = 0 als Nebenbedingung 
und be t rach tc t  ~51, ~52 und r als unabhiingige Operatoren, welche 
den Vertauschungsrelat ionen (9.10) genfigen, und die F~k (i, k = 1, 
2,3) als daraus abgeleitete Operatoren. Andererseits  sieht man die 
drei Operatoren 

1 
/ / ,  = 8~ eF*0 (i = 1, 2, 3) (9.14) 

als weitere unabhiingige GrSssen an. Ft i r  x o = Yo gilt. nach (9.10): 

[ / / ,  (x), Ok (Y)] = ~h 8,~ 8 (~ _ ~ )  (x ~ = Yo)- (9.15) 
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Die Operatorcn F~ o lassen sich also je tzt  gemi~ss (9.14)* durch 
die Hi* ausdrficken. Definiert  man je tz t  r ebenfalls als abgelei- 
teten Operator in der Fo rm 

~b o = 8 ~ c 1-2 d i v / I *  (9.16) 

so ist  die, als Nebenbedingung betrachtete ,  letzte Gleichung (i ~ 0) 
von (9.13) tatsi~chlich identisch erftfllt. 

Unte r  Verwendung der unabh~ngigen 0pera toren  ~ und 
/ I  schreibt  sich die Energiedichte (8.8) 

~B'--  1 s ~ (t~ ($*, ~) + (rot ~*, rot ~)) 

+ 8 ~ c 2 (( / I*,  T/) + 1 -" d i v / 1 ' '  d i v / 1 ) .  (9.17) 

Zur Ablei tung der  Feldgleichungen kSnnen zwei Wege ein- 
geschlagen werden : 

1. Ubergang zur ,,einzeitigen" Theorie, d . h .  Rtiekg~ngig- 
maehen des Formalismus,  weleher auf Gleiehung (8.5) folgte. Die 
Hamil tonfunkt ion  in (3.5) enthi~lt also dann wieder einen Feld- 
anteil .  Dieser .ist nichts  anderes als (9.17), we je tz t  wieder sgmt- 
liehe explizit  zeitabhiingigen Operatoren F (x) ( =  F "  (~, xo)) 
durch die vernfittels der Transformation (3.14) verbundenen,  nicht  
explizi t  zeitabhgngigen Operatoren F ( ~ )  zu ersetzen sind. Das 
geschieht formal einfaeh dadurch, dass man tiberall xo = 0 setzt. 
Dann sind die drei r und ihre Ablei tungen alle untereinander  ver- 
tauschbar .  Dasselbe gil t  for die H~* und ihre Ableitungen. H/ 
und r hingegen gehorehen der Relat ion (9.15), d . h .  sie sind 
kanoniseh konjugiert .  Der Materieanteil  K bleibt  derselbe, nur 
sind auch hier die FeldgrSssen F (x) dureh F (~) zu ersetzen. Alles 
dies entspr icht  genau dem Formal ismus K~MMEaS11). Ni~heres 
hiertiber in Paragraph  11. 

2. Aus der vorliegenden mehrzeitigen Theorie auf Grund 
der Beziehung 

\ eye ~7 hJc ' (Y)]/~o=Xo 
(9.18) 

W i r  lassen die Nebenbedlngung in der urspriingliehen Form, 
d. h. betraehten alle vier q) ~ als unabhiingige Operatoren. Man lrlUSS 

dann an Stelle des ~b o ein r  definieren: 

r = A o - -  1 B.  (9.aSa) 
C 
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Die Nebenbedingung lautet dann in q~o: 

Die Feldgleichungen fiir die Komponenten q)a, ~b2 und ~b a 
lauten naeh zweimaliger Anwendung der Regel (9.18): 

1 ~ = _ 4 n ( j ~ _ _ ~ , , 0 S ~ k  1 Ss 

- - O ~ l - 2 ( d i v 3 +  l ~ J ~  c . (9.20) 

Ftir das in (9.18a) definierte ~o erh~tlt man eine analoge 
Gleichung. Nur ist O/Ox o dureh - -1 /c  mal die zeitliehe Ableitung (-) 
der nachfolgenden GrSssen zu ei'setzen. 

Fiihrt  man noeh die entspreehenden Feldsti~rken ein 

- -  Oxi Oxk ( i ,  k = 1, 2 ,  3) 

F ~ o = - d 6 ~  lc 6 /  (9.21) 
0X i 

so lassen sieh, unter Bertieksiehtigung der Nebonbcdingung (9.19) 
die Gleiehungen (9.20) sehreiben 

~ dx~ c 

Sic entspreehen fiir 1 0 den = Maxwell schen Gleiehungen ftir 
die Anwesenheit yon Ladungen. 

10. Die  W e e h s e l w i r k u n g s t e r m e  des Viererpotentials .  

Zur Ableitung der Weehselwirkungsterme kann man ent-  
weder explizit die Methode des Paragraphen 4 (Toil I) verwenden, 
oder abet  sieh erinnern, dass die 4 i  dureh die Ai und B ausdrfiek- 
bar  sind (8.6). Da ftir diese der wiederholt erw~thnte klassisehe 
Ausdruek , ,Retardiertes Potential  des ersten Teilehens am Orge 
des zweiten mal Ladung des zweiten" gilt, so gilt er aueh ffir 
die q)~. Dabei sind dann allerdings als Ladungen die Ausdrtieke 
der reehten Seite der Feldgleiehungen (9.20) zu w~hlen. 
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Wir wollen nns auf den statischcn Fall besehriinken. Er  sei 
dadurch definlert, dass 

1. alle GrSssen O/Ox o (oder in (9.20) die (')) vernaehl~ssigt 
werden (Vernachli~ssigung der Retardierung).  

2. Ebenso sollen die J~ (~+0) und die Sot vernachl~tssigt werden 
(Vernachl~ssigung der Bewegung). 

Dann wird gemhss (0.2) und (9.20) 

~i~r (X)o = f @ ~ j ;  (9) ~ ( ~ - 9 ) ,  v (~) = - - -  
e-Zl~[ 

I ' l l  (10.1) 

we / eine Konstante  der Dimension einer Zahl, e die elektrisehe 
Elementarladung,  ~ die Dirac'sehen Geschwindigkeitsoperatoren 
(Matrizen) des r-ten Teilchens, ~ gcwisse (im allgemeinen nieht- 
hermiteisehe) Matrixoperatoren (isotopic Spin), die mi t  den e~ 
vertausehbar sind, und ~ '  der Ortsvektor des r-ten Teilehens sind. 

der Vierervektor ides Potentials,  welches das r-re Teflehen am 
Orte ~ zur Schr0dingerzeit t = xo/c erzeugt. Wir schreiben im 
folgenden S~k ftir S~. (Es sei noeh bemerk{, dass in dieser 
Ngherung die Potontiale As mit  den Oi identisch werden.) 

Die Wechselwirkungsausdriicke werden geinitss (4.22) (man 
beriicksichtige aueh die Anmerkung).  

U~~+U ~ =  12. [ d~ 3 d~a {(J~) * (~c) J'o (~]) 

, r J s *  ~ r 0 2  ~ / +E E E s,m(x)S~ ~v(x - -0 )+konj  
i ., k Ox~ c)xk] I 

Unter Einftihrung des dreidimensionalen Pseudovektors  
(Sea, Sat, $12) und des Operatorvektors V liisst sieh der letzte 
Term in die Form 

(S~" • 9 ,  5:~ • 9 )  : (S%, S ~)  A (S ' ,  9 )  ( 8"~, 9 )  (10.2) 

l l  i ] : l~ormen.  

Beschreibt man die Ladungen (Materic) durch eine Dirac'sche 
Theorie, so ist 

J f  (~) -- /e  z~e~: ~ (~ - -  q~) (10.3) 
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E n t s p r e c h e n d  wird der  an t i symet r i sche  Tensor 

1 
F t i r / , k + 0 : S ~ ( x ) =  " v ~ ~ ~0(~ r + * g e  1 fi .iC( ~ __~r) 

1 
FOr i O: S~k(x ) = - i g e  V ~ 

(10.4) 

I f ier  is t  g ebenfalls eine K o n s t a n t e  von  der Dimens ion  einer 
Zahl.  fl~ is t  die Di rac ' sche  fl-Matrix des r - ten  Teilchens.  W~thlt 
m a n  die Spinoren  so, dass ~o = i und  

( ~t o o o \  
0 1 0 0  / R , -= o o-1 o /  
o o 0--1 ] 

wird, so s ieh t  man,  dass nu r  % und fl~r162 , ,d iagonale"  Matr izen 
sind. Bei R e d u k t i o n  auf  die ,,grossen K o m p o n e n t e n "  der  Dirac-  
F u n k t i o n  t r agen  daher  die n ich td iagona len  Matrizen erst  in der 
N~herung  , ,Kinet ische  Energ ie  durch Ruhmasse  real c ~'' bei. 
Somi t  s ind die Vernaehlass igungen un t e r  2. gerecht fer t ig t .  Man 
kann  dann noch (ffir posi t ive  Energien)  fl durch  1 ersetzen und  ffir 
i fl ~ ~k die Mat r izen  a~k einf t ihren.  Dann  wird  die Weehse lwirkung 

9 

- - ]g l  ~ (~, V)(~%, V))v(I q"--q'i)-*) (10.5) 

t t i e rbe i  wurde,  u m  den Opera to r  A zu eliminieren,  yon  der 
Rela t ion  

( A  - - l  ~) v (~) - -  - - 4 ~  6 ( ~ )  00.6)  

Gebraueh gemach t .  

Es t r i t t  also, s t r enggenommen ,  neben  den T e r m e n  (10.5) 
noch ein , , N a h w i r k u n g s t e r m "  

- 4 ~  Igl ~ (o~, o~) z-~ ,~ ( ~ -  ~)  0 o . 7 )  

innerhalb der  le tz ten  K l a m m e r  auf. 

Dieser T e r m  t r i t t  i m m e r  (aueh in der  E lek t rodynamik )  auf, 
wenn man  die U m f o r m u n g  (10.2) vol lz ieht .  E r  wird aber  leicht  

*) ~ bedeuteb in beiden Faktoren die Gradientbildung beziiglich ~ (oder 
beidemale beziiglich qs). 
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fibersehen, wenn man die Operation V auf v (~s--~) zuerst ausfiihrt, 
d .h .  wenn man schreibt 

. . . . .  -~ ~ 1 O ( 1  v , ) 

~ 1 v' +2 (zs:q9 ~ (ISl). 

t i ler bedeutet  v' (1~1) die Ableitung yon v nach IS i. Forint  
man jetzt den Vektorproduktterm nach der Formel 

(s-,xz, S~x;) = (st, ~9 l~l 2 -  (ss~) (as, z) (10.8) 

um, so erhglt m a n : g e n a n  (10.5) ohne den stSrenden Ausdruek 
(10.7). Das beruht  aber nur  darauf, dass wir bei der Umformung 
des Vektorproduktes einen Term der Ordnung 1312/[515 dazuz~thlen, 
weleher fiir 5 =:  0 singulgr wird. 

Aueh bei der Bereehnung der Spin-Spinweehselwirkung zweier 
Elektronen t r i t t  der gleiehe Term auf: 

Gehen wir niimlieh in der iibliehen Weise vor: Bereehnung 
des Breit 'sehen Weehselwirkungsterms dureh Entwieklung naeh 
1/c 2 der Moeller'sehen Weehselwirkung und Reduktion der Dirae- 
gleiehung auf die ,,grossen Komponenten" ,  so t r i t t  die Spin- 

weehselwirkung tatsgehlieh in einer Form (Tr ~ • V, 5" • V) I51 -~ 
auf. In der Literatur  wird nun,  der Einfaehheit halber, sptttestens 
an dieser Stolle die Umformung (10.8) verwendet,  so dass der 
Zusatzterm vergessen wird. 

Erinnert  man sieh dcr Tatsaehe, dass die ganzen so erhaltenen 
Wechselwirkungsterme (mit Ausnahme des Coulomb'sehen Terms)*) 
nur  als StSrung erster Ordnung verwendet werden dfirfen, so t r i t t  
der Zusatzterm nur  als eine kleine wcitere Aufspaltung propor- 
tional e 4 zwischen Singlet und  Triplet in Erscheinung. Wollte 
man ihn aber bei der strengen L6sung in Berticksichtigung ziehen, 
so wiirde er im anziehenden Falle zu unendlich tiefen Termen 
ftihren. 

Wit miissen daher bei der Anwendung der so errechneten 
Wechselwirkungsterme uns stets bewusst bleiben, dass wir sie, 
zum Unterschiede gegen den in der Elektrodynamik auftretenden 
Coulombterm, nur  als StSrungen betrachten dfirfen. 

Tatsaehlieh brauchen wir aber zur L6sung der Kernprobleme 
d. h. zur Auffindung der stationiiren ZustSnde die strenge WechseI- 
wirkung. Wollen wir also die empirischen Wechselwirkungsansgtze 

*) Siehe Sei te  306. 
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mit den hier erhaltenen Resultaten vcrgleichen, so mfissen wir 
auf alle F~lle diesen zus~tzliehen Nahwirkungsterm fortlassen. 

Formel (10.5) hat  da.nn bis auf den grad-Term tuts~tchlich 
das richtige Vorzeichcn und  die richtige Spinabh~tngigkeit ffir die 
Kriifte zwischen Neutron und Proton. Dass auctl dem ,,isotopic 
spin" Faktor  die gewfinschte Form gegcben werden kann, sell 
i m w  12 (Teil III) gezeigt werden. 

I I I .  TEIL .  

11. B e w e f l u n f s f l e i e h u n  fl und  I l a m i l t o n o p e r a t o r .  

Das Kernkraftfeld werde durch mehrere Viercrvektoren 
~ beschrieben. Der obere Index s unterseheidet  hier, im Gegen- 
satz zu den vorhergehenden Paragraphen nieht mehr die ein- 
zelnen Teilchen, sondern cine Anzahl vcrschiedener Proeafelder, 
deren Operatoren untereinander  vertauschbar  sind. Die daraus 
abgeleiteten Seehservektoren F ~ und  die ~-~. selbst entspreehen 
nattirlich den auf Gleichung (9.18) folgenden fibcrstriehenen 
GrSssen. 

Das Spinorfeld der Materie besehreiben wir in der vom Ver- 
fasser vorgeschlagenen Form dutch ein 16-komponentiges Spinor- 
feld 2) la) ~o;, we jeder der beiden Indices yon 1 bis 4 gcht. Die 
Matrices c~i, fl der Dirac'schen Theorie und  die yon den ,,Pauli- 
termen" herr(ihrenden Matrices ~k sollen auf den unteren  Index # 
wirken, w~hrend die Matrices v (und/~), welche im Paragraphen 10. 
eingeftihrt wurden, auf den oberen Index v auszufibende lineare 
Operationen darstellen. Sis sind daher mit  den Dirac'schen Opera- 
torcn vertauschbar. (In den zitierten frtiheren Arbeiten wurden 
sie mit  D und A bezeiehnet.) 

Dann lauten die Bewegungsgleiehungen des Feldes: 

- -  l~ q)i + 4:~ = 0. (11.1) 
k 

~lbt man die Operation O/Ox, auf die Gleiehungen aus und 
addiert, so folgt 

Die Bewegungsgleiehungen der Materie lauten 

+ (~*,  F,)  + conj.)~ ~ = O. (1J.8) 
x 

/ 
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Dabei sind J~ und  S ~ Abkiirzungen ftir die folgenden, aus ~0 
gebildeten Vektoren und  Tensoren: 

J~ = ~* i~ ~ (11.4) 
Sik of* -~ 

Die Gr6ssen ] r u n d  s ~ werden aus den numerischen Faktoren 
/ r u n d  9r dem elektrischen Elementarquant  e und  den auf die 
Spinorindlces wirkenden Matrizen in folgender Weise gebildet: 

]i = /r  e ~i  Tr, ~0 : 1  

r 1 ~k = g e a~k v r (11.5) 
Ir 

(s ~*, F ~) ist das skalare Produkt  der beiden Scchservektoren 
(d.h.  : �89 # ist eine Matrix, deren Eigenwerte die 

Massen yon Elektron, Neutrino, Proton und Neutron sind (ge- 
messen als Vielfaehe der Elektronenmasse m). l~ sind ftir jedes 
Fe]d charakteristische reeiproke Liingen ( ~  Masse der dem Felde r 
zugeordneten Partikel mal c/h). 

In  einer klassischen Feldtheorie erhalt man die Feldgleichungen 
fiir Kernfe]d und Materie aus der Extremumsforderung des maum- 
zeitintegrals einer Lagrangefimktionsdichte 2. Ihr Matericanteil 
hat  die Form: 

~2 (go) : - -  ~* ma] Ausdruek (11.3) (11.6) 

Ffir den Feldanteil  kann man entweder sehreiben 

~(~ ' )  y , ~ e ~ ( A ~ ) . ~ +  ~(B~)~ (11.7) 
s i 

(mlt q)~ ~ A~ + 1y 1 e~ OB/Oxi), wo die Summanden Ausdriicke der 
Form (2.1) darstel]en (mit angeh~tngten Indices i und s und ohne 
den Materieantei], der ja in (11.6) schon steht), oder aber den 
Proca'schen Ausdi~ck 

1 
(+~)~ 8 ~ ((F~*' F~) + t~ (+.,*, ~)).  (11.8) 

Bei Verwendung yon (11.7) muss man die Glelchung (]1.2) 
als Nebenbedingung betrachten. 

Der IJbcrgang zur Hamil tonfunkt ion geschieht in d er iibliehen 
Weise (vgl. z. B. Paragraph 2). Allerdings kann nur die Form 
(11.7) verwendet werden, da in (11.8) die zeitlichen Ableitungen 
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yon ~O 0 nicht auftreten.  Verwendet man (11.7) so treten in der 
IIaInil tonfunktion die A~, B" und ihre konjugierten Momente auf. 

Der in den Paragraphen 8 und 9 entwickelte Formalismus 
(die ,,zweizeitige Formulierung" ist nattirlich nicht  wesentlich) 
gesta t te t  (gemttss Formel (9.17) und nachfolgender Bemerkung 1)) 
einen I-Iamiltonoperator zu schreiben, welcher nur yon je drei 
Feldgr0ssen q~[, ~b~, ~b~, ihren konjugierten Impulsen H~ sowie 
von ihren konjugiert komplexen Operatoren abhi~ngt. 

Die tIamiltonfunktionsdiehte lautet :  

g ) :  8 1  ~(l~(qS~*, ~ ) + ( r o t  q ~ * , r o t  ~ ) )  

+ 8 s c 2 E ((/I~*,/I~) + l; -2 d iv / I~*  d i v / I , )  
r 

+ 2 ~  _ ( jr ,  ~ * )  + J; 8 x e l l  2 div. / I  ~ + konj. 

"> -''x'''~ 0~* ~ ) 
- - . ~  ~j  -ik~XkXk + ~ ' S ~ 8 : ~ e / / ~ + k o n j .  

i k 

( ) "* Sok ) (11.9) + az ~', l~ -2 (g~* Jr o + J~ gg*) + ~_~ (Sok SSk + S~o~ ~* 
r k 

Die zu den ~o~ konjugierten Impulse sind natiirlich gemi~ss 
(11.6) die konjugiert komplexen ~v~* real ih.  Die Hamil tonfunkt ion 
ist in den Kern- nnd MateriefeldgrSssen bilinear his auf die letzte 
Linie, welche die (symetrisierten) Terme der AnmerkUng (2.6a) 
enthi~lt. Diese Terme sind biquadratisch in den ~0. 

Die Bewegungsgleiehungen erhi~lt m a n  klassisch und quanten- 
theoretisch aus den kanonischen Gleichungen: 

0 ~  1 - ~H i [H,~/~] i =  1 , % 3  (11.10) 
Oxo c (p[ cOH~ hc  

und einer analogen Gleichung, wo O~ mit / / [  vertauscht  ist 
und wo im drit ten Gleichungsglied e i n -  steht.  (~H/~II~ be- 
deutet  funktionelle Differentiation des Funktionals H ( =  Volum- 
integral yon g)) naeh der Funktion /i~. Ffir T gilt die analoge 
Beziehung . 

- -  i h c  Oq~ . ih~,  ~H [H, q~] (11.11) 
O x o &p * 
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Bei der letzten Gleichsetzung in (11.11) ist bei der Differen- 
tiation auf die Reihenfolge der Glieder zu achten, da JS* mit 
J5 nicht vertauschbar ist. 

Die letzten Identit~ten (11.10) und (11.11), we]che das Kor- 
respondenzprinzip ausdrticken, gelten, wenn das Kernfe]d sym- 
metrisch gequantelt wird 

[H~ (~), r @)] = =-h dr~ ~,~ ~ (~ --Y) (11.12) 

und wenn fiir das Materiefeld die symmetrische (--) oder anti- 
symmetrische (§ Quantisierung gilt: 

~ ;  (~) ~ @) =k ~ @) ~;  (~) = 0 
V;* (~) ~ @ )  ~= ~ @) V;* (~) = G~. % ~ (~- -~)"  (11.18) 

Alle anderen Operatoren sind mlteinander vertausehbar. 
Da ~5 nicht auftritt, muss die quantentheoretisehe Ableitung der 
Feldgleichungen kurz skizziert werden: 

1. Differentiation naeh der Zeit von (11.10) und Elimination 
yon /-jr[ aus der kanonisch konjugiertcn Gleichung fOhrt auf die 
Gleichungen (9.9,0) ftir i = 1, 9,, 3. 

9,. De/iniert man den Operator 

~b~ = 8 z~ c l~ -'~ div H ~* + 4 7~ l[  'z Jo (11.14) 

so folgt aus der zeitlichen Ab]eitung der kanoniseh konjugierten 
3z 

Gleiehung (11.10) ffir //~ (und Elimination yon q~ durch (11.10) 
selbst) die vierte Gleichung (9.9.0). 

3. Aus der zu (11.10) kanoniseh konjugierten Gleichung 
ergibt sieh durch Divergenzbildung und Verwendung der Definition 
(11.14) die Beziehung (11.9,). 

4. Mit Hilfe des so erhaltenen (11.9,) eliminiert man die Vierer- 
divergenz des Stromes auf der rechten Seite der Gleichungen (9.9,0) 
und erhalt die Feldgleiehungen in der Form (11.1) 

V~ir bemerken dazu folgendes: 
Die Operatoren 

H~, r und F~k O~b~ O~b~ (i, k = 1, 2, 3) 
Ox~ Ox~ 

sind reine Feldoperatoren und daher mit  den Materieoperatoren ~0 
vertauschbar. 

Die Operatoren q~5 (definiert durch 11.14) und die Operatoren 
t i o =  ~" OqSJOx~ + r sind gemisehte Operatoren. Sie sind mit 
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den Materieoperatoren ~ nicht vertauschbar. Aus den Glelehungen 
(11.10) folgt direkt die Beziehung 

F~o ~ 8 ~ c//~* + 4 ~ So~ (11.15) 

als De/inition von F~o in A~lalogie zu (11.14). 
Die aus (11.11) folgende Bewegungsgleichung der Materie 

hat  folgcnde Form:  

k UXk 

(11.16) 

W~ren also die Jr) und  Sf)~ mit ~ vertauschbar, so wtirde 
(11.16) naeh Einsetzcn der Definitionen (11.14) und (11.15) tat- 
si~ehlieh identisch mit der klassischen Bewegungsgleichung (11.3). 
(11.16) ist eine in ~ nicht lineare Diracgleichung. Die Nichtlinearitat  
riihrt vom Auftreten von Ableitungen der Potentiale in der La- 
grangefunktion her, wenn man die A~ und B ~ als prlm~irc Gr6ssen 
ansieht (siehe Anm. Tei! I, Formel (2.6a)). 

12. Die  K o n t i n u i t / i t s g l e i e h u n  9 der  e l e k t r i s e h e n  u n d  der s e h w e r e n  L a d u n  9 
und die  exp l i c i t e  F o r m  der W e c h s e l w i r k u n g s k r / i f t e  i m  K e r n .  

Im allgemeinen Formalismus von Teil I I  ist die Elektrodynamik 
mitenthalten,  wenn man ffir eines der Felder (r - -  0) 1 o ~ 0 setzt. 
Dann existiert kein B ~ und  man hat ~b~ A~O Und in (9.9) 
J ~ ' :  J~. Ausser dem trivialen Fall jo  ~ 0 Ast dann nur  die 
MSglichkeit noch often, dass Jo ~ mit Jo ~ vertauschbar ist. Zerlegt 
man jetzt in Real- und Imagin~rteil, so teilt  sich die Besehreibung 
in zwei unabh~ngige reelle Felder auf, die je mi t  einem unabhangigen 
reellen Strom in Weehselwirkung stehen. Beide Stromanteile 
mtissen einzeln der Kontinuiti~tsgleichung genfigen. Die Kon- 
tinuitiitsgleichung und die Realit~tt des Feldcs sind somit Konse- 
quenzen yon I o ~ 0. 

Der Formalismus vom vorhergehenden Paragraphen ist 
hingegen noch nieht  allgemein genug um die Elektrodynamik zu 
beschreiben: Der aus den ~ mit  IIilfe reeller T o gebildete Strom 
(11.4) und (11.5) geniigt namlich bei Anwesenheit anderer Felder 
Cr, deren ~ mit  ~o nicht vertausehbar sind, nicht der Kont inui-  
t~tsgleiehung. Man muss daher zum Stromausdruek noch einen 



292 Stueckelberg's  Selected Papers 

Wechselwirkungskrgfte der Elektrodynamik L dl Feldtheorie der Kernkr/~fte. 317 

aUS den r gebildeten Vierervektor addieren, d. h. die Felder q~ 
mfissen Ladungstr~tger sein. 

Ausser. diesem, durch die Maxwell'sche Theorie bedingten, 
Erhaltungssatz der eIektrischen Ladung,  gibt es aber offenbar noch 
einen weiteren Erhaltungssatz:  Bei allen beobachteten Umwand-  
lungen der Materie, win'den noch keine Umwandlungen yon schweren 
Part ikeln (Neutron und I~roton) in leichte Partikel (Elektron und  
Neutrino) beobachtet. Wir wollen daher einen Erhaltungssatz der 
schweren Ladung fordern. 

Die Matrizen (~o=  ,t) (1o0 o) (ooo 0) 
) . =  o o o o �9 und  ; t ' =  o o o o (19,.1) 

0 0 1 0 ' 0 0 1 0 
0 0 0 0 0 0 0 1 

welche auf den oberen Index yon ~o wirken, erlauben die yore 
Spinorfeld getrag6ne elektrische resp. schwere Ladungsdiehte in 
der Form ~o* ~i)~ cf zu schreiben. Sind ~" die Diagonalelemente 
der Matrix 2, so hat  die 0-Komponente die Form Z2~q  ~* ~ .  Die 

v 

Eigenwerte des Volumintegrals yon ~o ~* ~0" mind, bei Verwendung 
der L6chertheorie und der antisymetrischen Quantelung (vgl. 
auch Majorana loc. cir. 12)) ganze positive oder negative Zahlen. 

~ ~ 0 oder 1 ist also die Ladung der Partikel des v-ten Spinorfeldes. 
Die Antipartikel haben die Ladung - - ~ .  

Wir berechnen jetzt die Viererdivergenz des durch die Matrizen 
geformten Stromes : 

Dazu multiplizieren wir (11.16) mit ~0*)t von links und  die 
konjugiert  komplexe Gleichung mit  2~ yon rechts, und subtrahieren 
die beiden Glcichungen voneinander.  Die Viererdivergenz ver- 
schwindet nun  im allgemeinen nicht, sondern wird ein relativ 
komplizierter Ausdruck. Er vereinfacht sieh sehr, wenn die Matr ix4 
den folgenden Vertauschungsrelationen gentigt: 

[~, ~] = 0 

[~, T ~] = A~z ~ (12.2) 
[Z,T ~*]=  A~*~'* 
A ~ ~ Vielfaches der Einh.  Matrix. 

Daraus folgt, dass 2 hermiteiseh und A ~ cine reelle Zahl sein 
muss. Die Divergenzgleiehung n immt  dann die Form an 

"~ Oxl 9 ~ h c ' y " A ' \  ( q)~*' 3~) - 8 ~  c l - 2 d i v  [~"  J~ 

0r ) 
T .~, 75"~" ' O~x, ~ "87~cH~.  Sok~ --  konj. (12.3) 

i k ~ k  k 
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Dass sieh die Terme vierter Ordmmg in ~o fortheben,  folgt 
aus der Relat ionen (11.13) und aus der aus (12.2) folgenden Be- 
ziehung 

[~ ~, ~*] + [~* ~, ~q - o. 
Um zu zeigen, dass die reehte Seite die Divergenz eines weiteren 

Viererstromes ist, mult iplizieren wit die Feldgleiehung (11.1) mit  
e~ ~ *  yon links und die konjugiert  komplexe Gleiehung ebenfalls 
yon links mi t  e~ ~ und addieren die Summen der beiden Glei- 
ehungen fiber i yon 0 bis 3. 

Man erhalt ,  unter  Berfieksiehtigung der Niehtver tausehbar-  
keiten, folgende Viererdivergenz: 

,~  O I ~ i ) 

i / ~ ~ 12 r _ _  r *  r r r *  r *  

- -  r176 ~ ' ~ - ~  ~ e ~  ~ 4~ N[FI~,F~0]~~ / .  02.4) 

Wegen der Definition yon q~* (11.14) ergeben der dri t te ,  vierte 
und ffinfte Term in der Klammer  der reehten Seite gerade 

( . . . .  - - 8 ~  c l - 2 d i v l I ~ . J ~  o + konj . . . .  ) (19,.5) 

Der letzte  Term in der rechten Klammer ,  n immt  wegen der 
Definition der F~o (11.15) die Form an :  

( . . . .  �9 

Multipliziert  man also (12.4) mit  der  Zahl A n und summier t  
fiber r, so kann  die Summe yon (12.3) und (12.4) bei Berfieksiehti- 
gung der Definition (11.15) als Kont inui ta tsgle iehung gesehrieben 
werden : 

(O0x , ~ ) = 0  mit den Komponenten  

v r 

r r *  r *  ) 
X 

- - ~ o ~ ( F ~ k - - 4 ~ S ~ k )  �9 (12.7)  
/ 

Der Ladungsantefl  des r-ten Feldos is t  also der r- te  Summand 
der zweiten Summe, genau wie der v-te Summand der ersten 
Summe den Ladungsantei l  des v-ten Materiefeldes d~rstellt .  
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Der Ladungsanteil des r-ten Feldes versehwindet insbesondere 
dann, wenn das Feld reelt ist. Dass ein analoger Satz ffir Spinor- 
felder existiert, hat  MAJORANA gezeigta). 

Die 0-Komponente ist die eigentliehe Ladungsdichte. Sic 
lautet  unter  Verwendung der Definition (11.15): 

eo = Y,~ ~ (~* ~) + F , A ' ~ ' ~  (at  ~ - - n ~ *  ~ * ) .  (12.8) 
v ~ k ?/' 

Wie bereits bcmerkt,  sind die Eigenwerte eines einzelnen 
Summanden der ersten Summe, bei Berficksichtigung der Dirac- 
schen LSehertheorie, positive und  negative Vielfaehe von 2 ~. 
Dasselbe gilt, naeh der Pauli-Weisskopf'schen Theorie 6) fiir jeden 
einzelnen Summand der zweiten Doppelsumme. Die Zahlen 2" 
und A ~ stellen somit die Ladung der Partikel des v-ten Materie- 
(Spinor)- und des!r-ten Kernkraft(Tensor)-Feldes dar. Jedes der 
Felder r (mJt Ausnahme der reellen Felder) hat  Partikel und  
Antipartikel.  Letztere haben das umgekehrte Vorzeichen der 
Ladung*). 

Die Gleiehungen (12.9~), welche die zur Exi.stenz einer Kon- 
tinuiti~tsgleichung (19,.7) notwendigen Bedingungen darstellen, 
gestat ten eine Best immung der mSgliehen Matrices ~.  

Zuerst folgt aus der ersten Gleichung, dass 2 eine Diagonal- 
matrix sein mnss, da die Eigenwerte yon /t alle verschieden sind. 
Die zweite und dritte Gleichung fordern Hermiteicitat  fiir 2 und  
best immen damit 2" und  A ~ als reelle Zahlen. Die Matrices der 
Glcichung (12.1), elektrische und  sehwere Ladung, gehorchen 
offenbar diesen Anforderungen. 

Um die Form der vierreihigen Matrices T" zu bestimmen, 
zerlegen wir die Mlgemeinste vierreihige Matrix in eine Summe 
yon direkten Produkten yon zweirelhigen Matrices. Es seien 11, 
9,1, 19, und 99. die Nnmerierung der vier Zust~nde Elektron, Neu- 
trino, Proton und Neutron (entsprechend den vicr mr Werten 
des oberen Index v yon ~). % = 1, TI, z2 und T 3 seien die Einheit  
und die drei Pauli 'sehen Matrices, welche auf den erstcn Index 
yon 11, 9,1, usw. wirken. Ebenso seien die ~ '  (i ~ 0, 1, 9,, 3) die 
entspreehenden auf den zweiten Index wirkenden Matrices. 

Die gestriehencn und  die ungestriehenen Matrices sind natfirlich 
miteinander  vertausehbar.  Ferner gilt fiir beide Matrices die be- 
kannte  Regel 

z~ zk = - -  ~k z~ = �89 [~, Tk] = i TZ, i k 1 = cykl. (19,.9) 

*) :Die Summe iiber k yon 1 bis 3 bedeutet, dass die Teilehen drei Ein- 
stelhn6gliehkeiten der Spins haben. 
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Die al lgemeinste vierreihige Matr ix  lau te t  d a n n  

~" = ~,  ~ ,  a~k v, ~k' (12.10) 
i k 

und  die speziellen Matrices (19..1) haben  die F o r m  

Einsetzen dieser Entwicklungen  in  die zweite Gleichung 
(12.2) u n d  Koeffizientenvergleich beider Seiten der Gleiehung gibt  
folgende Beziehungen zwisehen den a[~: 

A ~ a ~ k = 0  A ~a,~ k ~  + ia~k  
A ~ a~,r ~ 0 Ar  ar k ~ _ ia~k" (12.12) 

Fi i r  die E r h a l t u n g  der sehweren Ladung folgt eine analoge 
Gleichung,  ffir den zweiten Index.  Nur  steht fiberall s ta t t  A r die 
GrSsse - - A  '~. 

Die L6sungen yon  (12.12) s ind:  

A ~ - 0  m i t  a ~ k = a ~ 0  oder 

A ~ ~ ~: 1 mi~ a~k = a.~ = 0 and  a~k = -k i a ~  (12.13) 

u n d  analoge Gleiehungen ffir den  zweiten Index  mi t  A'L 
Es sind demgemass folgende Fal le  m6glieh:  

1. Fe ld  ohne elektrische u n d  schwere L a d u n g :  

A*  = A q ~ 0 u n d  

r l  = a~ ~ + a,o ~I + ao ~, vl '  + a~, v 1 ~r1'. (12.14) 

E in  solches Fe ld  ist offenbar  das elektromagnetisehe Feld.  
Diese ladder  k6nnen  insbesondere reell sein, da  die Matrices r hermi-  
teiseh sind, und  die K o n s t a n t e n  reell gewiihlt werden k6nnen .  

Die dutch dieses Feld  hervorgezxffene Weehselwirkung zwisehen 
zwei Materietei lehen im  Konf igu ra t i onen raum folgt durch E in -  
setzen yon  (19,.14) in (10.5). Besehri inken wir uns  auf  sehwere 
Teilehen, so k a n n  m a n  ~a'to = lto setzen, und  der T en tha l tende  
F a k t o r  yon (10.5) l au te t  einfaeh*): 

] a [ 2 4 - ] b I = ~ v ~ + � 8 9 2 4 7 2 4 7  (12.15) 

dabei  s ind a und  b beliebige komplexe Zahlen. Sind sie insbesondere 
reell, so ist  das Fe ld  reell. 

*) Die Indices r und s in den Gleichungen (12.15), (12.17) und (12.18) be- 
ziehen sieh natiirlieh nicht auf verschiedenc Felder, sondern, gemgss der Kon- 
figuratlonenraumbeschreibtmg des Paragraphes 10, auf zwei verschiedene sehwere 
Teilchen. 
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2. Feld mit  elektrischer, aber ohne schwere Ladung. 

A 2 - - 1 , A  ' 2 ~ 0  und 
2 i 

T 2 : (2" 1 - -  i T2) (a~o + als T a ) .  ( 1 2 . 1 6 )  

Die Wechselwirkung zwischen zwei schweren Teilchen ist 
wieder Formel  (10.5), wo der T enthaltende Faktor  

la'] 2 (~ T~ + ~ "i) (12.17) 

]autet. Will man insbesondere Kri~fte zwischen Neut ron  und 
Proton haben, welche unabhangig yon der Ladung und nur ab- 
hgngig vom Symmetrieeharakter  der Wellenfunktion im Kon- 
figurationsraum der schweren Teilchen sind, so muss sich die 
Wechselwirkung in der Fo rm (10.5) mit  einem v Fak tor  (,,isotopic 
spin factor"14)) 

( 
i = l  

schreiben lassen. Bildet man die Summe yon (12,15) und (12.17), 
indem man ftir beide Felder 1 und 2 dieselben Konstanten  / und g 
in (10.5) nimmt,  so erh~lt man tats~tehlich (12.18), wenn man a ' : a  
und b = i a  setzt.  Das fiihrt  allerdings zu der UnsehSnheit,  dass das 
Feld 1 (Feld ohne elektrische und sehwere Ladung) komplex ist 
und also zwei Teilchensorten (Antiteilchen) enthi~lt. Da die 
T Matrices der folgenden Felder nur noch T 1' und v~' enthalten, 
tragen sie nichts mehr zur Weehselwirkung zwisehen schweren 
Teilchen bei. Der Full A 2 : + 1, A ~ : 0 ist identisch mit  dem 
behandelten (Vertauschung von Teilchen und Antiteilchen). 

13. Fortse tzun 9 der D i s k u s s i o n  der m691iehen  Fe lder .  

Wi~hrend bei den am Ende des vorhergehenden Paragraphen 
diskutierten Feldtypen die Darstellung durch Vierervektoren 
~b[ notwendig war, um Ubereins t immung mit  dem Exper iment  
(Anziehung im Grundzustand des Deuterons usw.) zu finden, ist 
sie ftir die weiteren Felder nicht mehr notwendig. Diese Folder 
kSnnen also z. B. such skalaren Charakter haben. Man iiberzeugt 
sich aber leicht, dass aueh fiir sie analoge Gesichtspunkte gelten 
und dass insbesondere die Relationen (12.9,) gelten, sowie die daraus 
abgeleiteten Beziehungen (12.12) und (19,.13). 

Bezeichnen wir die Spin0rpartikel Elektron,  Neutrino, Proton 
und Neutron dureh*) e (1,0), n (0,0), P (1,1) und N (0,1), die 

*) Die beiden Indices in der auf das Symbol folgenden Klammer bcziehen 
sich auf elektrische und sehwere Ladung der Teilehen. 

21 
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neutralen Part ikel  yon Feld 1 (deren wegen der komplexen Kon-  
s tanten in (12.15) mindestens zwei existieren miissen) mit n (0,0) 
und die geladenen Partikel des Fcldes 2 m i t r  (1,0), so geben die 
Matrices (19,.14) und (12.16) zu folgenden m6glichen Umwand-  
lungen Anlass : 

Feld 1. 

Spinorpart ikcl  ) gleiehe Spinorpar t ikel '  + ~t (0,0) (13.1) 

Dabei sind nattir l ich zur Zeit  nut  die Reaktionen mit schweren 
Splnorpart ikeln , ,beobachtet",  d . h .  ihre Existenz muss zur Er- 
k l i ~ m g  der Kernkr~fte zwischen gleichen Teilchen gefordert  
werden. 

Feld 2. 

P (1,1) ~ N (0,1) + e (1,0) (13.9.) 

e (1,0) �9 , n (0,0) + e (1,0). (13,3) 

Die s~mtlichen Symbole sind als algebraische Gr6ssen zu 
betrachten (negative Symbole bedeuten dic entsprechenden Anti-  
tcilchen). Aus (13.9.) aus (13.3) folgt beispielsweise 

( -  e (1,o)) ~-~ ( -  e (1,o)) + n (o ,o) .  (13.3')  

D. h. ein (negativ geladenes) Anti-e-Teilchen ( -  5) kann in ein 
negatives Elektron (--e) und ein Neutrino (n) zerfallen. 

Anch hier sind vorerst nur  die Reaktionen (18.2) , ,beobaehtet" ,  
da aus ihnen die Anstauschkr~fte zwischen Proton und Neutron 
resultieren. 

Da aber die e-Teilchen offenbar ausserst selten Vorkommen, 
erklarte (18.3') ihre endliche Lebensdauer.  

Ferner  gibt  (13.3) eine Theorie des fl-Zerfalles: 
Ein Neutron verwandelt  sieh in ein Proton  § ein Anti-e- 

Teilchen gemi~ss der algebraischen Umschreibung yon (13.2): 

N (0,1) - - ~  P (1,1) + ( -  e (1,0)). (13.2 ') 

Hierauf t r i t t  Reaktion (13.3') ein. 
Gem~iss dem Formalismus yon Tell I I  kann das so gedeutet  

werden:  Ein posit ives Elektron in einem Zustande negat iver  
Energie springt unter  dem Einfluss des re tardier ten Potentials  
eines schweren Teilchens, welches sich aus einem Neutron in ein 
Proton verwandel t ,  in einen Neutr inozustand positiver Energie. 
Da die Bewegung der schweren Teilehen langsam erfolgt, k&nn 
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die Retardierung gemJiss Paragraph 10 vernachl~ssigt werden und  
eine Wechselwirkung der Form (10.5) in die Hamil tonfunkt ion 
eingesetzt werden. 

Da die Reichweite des e-Feldes aus den heuristischen Ans~ttzen 
fiber Kernkr~fte als klein gegen die Wellenl~nge der de Broglie- 
wellen von Elektron und  ~eu t r ino  erscheint, kann die ,,Fern- 
wirkung" aus Gleichung (10.5) durch eine Nahwirkung ersetzt 
werden and es folgt eine der Fierz'schen Verallgemeinerungen 5) 
der Fermischen Theorie x~) des fl-Zerfalles. 

Nun ba t  aber auch diese Verallgemeinerung immer noch den 
Naehteil, eine zu schwache Asymetrie der Energieverteilung in] 
kontinuierl ichen fl-Spektrum zu liefern. 

Wir werden sehen, dass die weiteren mOglichen Feldtypen 
eine alternative und  nach Rechnungen y o n  WENTZEL 17) bessere 
Beschreibung des fl-Zerfalles bieten. 

]:)as Nichteintreten der Reakt ion (13.8) resp. das nur  relativ 
unwahrschelnlichc E in t r e t en  derselben, erg~ibe eine unendlich 
lange, resp. eine l~ngere als die yon B~AB~A vorgeschlagenr 2) 
I~ebensdauer der r Die endliche Lebensdauer w~re dann  
n u t  durch auftretende Zusammenstfsse mit  ~Teutronen in Atom- 
kernen bedingt (resp. ffir Azlti-r mit  Protonen)21). 

Wir setzen unsere Diskussion der Feldtypen fort: 

3. Feld ohne elektrische, abet mit schwerer Ladung. 

A a ~ 0, A 'S z --1 ergibt analog (12.16) 

s ~a) (rl' + ivy')  (13.4)  ~3 (a~, + % 

Die Teilchen bezeichnen wir mit  ~ (0,1). Sie geben zu folgenden 
Reaktionen Anlass : 

N (0,1) ~ - - n  (0,0) + ~ (0,1) (18.5) 

P (1,1) ~ -  e (1,0) + ~ (0,1). (13.6) 

Da das Proton sicher eine stabile Partikel ist, so folgt aus 
(13.6), dass dic Masse der ~-Par t ike l  grOsser als die Differenz 
zwischen Protonen- und Elektronenmasse ist. Da aber auch aus 
den Kernspin und  Kernstatist ikmessungen hervorgeht, class im 
Kern  nur  Neutronen and Protonen aber keine Partikel mi t  ganz- 
zahligem Spin vorkommen, ist es wahrscheinlich, dass die ~ -Pa r -  
tikel auch grfssere Masse als die Neutronen besitzen und  daher 
instabil  sind. 

Gemass den Uberlegungen fiber die retardierten Potentiale 
gibt  dieses Feld 3 Anlass zu Austausch-Kriiften zwischen leichten 
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und schweren Partikeln yon sehr kurzer Reichweite (Comp~on- 
wellenli~nge des Protons). Diese Austauschkr~tfte erlauben die 
alternative Erkli~rung des fl-Zerfalles: 

Naeh (13.5) entsteht eine ~R-Partikel und ein Neutrino. Die 
~-Partikel zerf~llt nach der algebraisch umgeschriebenen Gleichung 
(13.6) : 

(0,1)- - P (1,1) + (--e (1,0)). (13.6') 

Anders ausgedriickt lautet das: Eine Spinorpartikel geht 
aus dem Zustande ,,kerngebundenes Neutron" in einen Zustand 
,,freies Neutrino" tiber. 1)as durch diesen Ubergang erzeugte 
retardierte oder avaneierte Potential des Feldes 3 induziert den 
Quantensprung einer anderen Partikel aus einem Zustand ,,Elektron 
negativer Energie" in einen Zustand ,,kerngebundenes Proton" .  

Eine Vernachli~ssigung der Retardierung ist natfirlieh nicht 
mehr m6glich. Wie WENTZI~L 17) zeigt erh~lt man eine starkere 
Asymetrie als diejenige der Fermi 'schen Theorie, wenn das 
~R-Feld vom Kern beeinflusst wird (d. h. wenn ,,Zwisehenzustgnde" 
mit gebundenen 9bPartikeln existieren). 

4. Feld mit elektrischer und schwerer Ladung gIeichen Vorzeichens. 

A 4 =  A ' 4 ~ - l e r g i b t  

3 4 : a141 (31 - -  i 3.~) ( T I r  i 32 '  ) . ( 1 3 . 7 )  

Die, mit ~ (1,1) bezeichneten Teilehen, geben nur zu der 
Reaktion 

P (1,1) ~ - -  n (0,0) + ~ (1,1) (13.8) 

Anlass. Damit  das Proton stabil erscheint, mfissen die q~3-Teil- 
chen eine grSssere Masse als die des Protons haben. 

5. Feld mit elektrischer und schwerer Ladung verschiedenen 
Vorzeiehens. 

A ~ :  + 1 ,  A ' 5 = - 1  gibt 

~5 _ a~  (~1 + i 32) (3,' + i 3 ; )  

und ebenfalls nur die einzige Reaktion 

03.19) 

N(0,1) ~ e (1,0) + q~ (-- 1,1). (13,10) 
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14. Erweiterunfl des Strombe[Iriffes J ~ .  

Die Def ini t ionen (11.4) der i n  den  Proca ' schen  Gle iehungen 
(1 i . l )  au f t r e t enden  Stromgr6ssen s~nd noch einer,  ebenfalls in  
b i l inearen,  Erwei te rung  fghig. F i ig t  man  ihnen  die Terme 

K r ~  ~ k ~ o ;  R r k =  ~0rrk~ (14.1) 

mi t  den Mat r ixopera toren  

r ~ e 1 k r ~ / ' r e d ~ i ~ ;  rll c g'~ lT~(*i~r  (14.2) 

h inzu ,  wo ~$ die y o n  F F , ~ I  eingefiihrte Matrix 1G) (s. auch p a u i a  is)) 
bedeu te t  u n d  wo a~ wieder auf  den oberen Index  ~ yon  ~0~ wirkende  
Opera toren  darstel len,  so i~ndert sich an  den Bewegungsgle ichungen  
des Feldes  (11.1) u n d  an  der Divergenzgle ichung de s  Feldes (12.4) 
n ichts ,  ausser dass J{ durch j r  + Kr ersetzt  ist. U m  die Be- 
wegungsgle ichungen ftir ~0 aus der I t a m i l t o n f u n k t i o n  zu erhal ten ,  
mi issen wir noch (ausse r  dem e rwghnten  Erse tz ten)  die Te rme  

2:~__j (l~ -2 (JS* K5 + KS* J~o + K~* K~) § entspr .  Te rme  in S ~  
u n d  R ~)  (14.3) 

hinzufi igen.  Es sei bemerkt ,  dass  diese Terme zwar hermiteisch,  
aber,  im  Gegensatz zu den T e r m e n  der le tz ten  Linie  yon (11.9) 
nicht symetrisch sind.  Nur  mit  diesen T e r m e n  ist  eine Kont inu i t t t t s -  
g le lchung mSglieh. 

Bei symmetr igcher  Quan te lung  yon  ~0 erh~tlt m a n  die klassi- 
schen Wel lengle ichungen (11,3), welehe aber durch  Terme in ~o* 
e rggnzt  sind. Bei an t i symmet r i s che r  Quan te lung*)  zeigt sich 
ein charakter is t i scher  Vorzeichenunterschied e i n e s  dieser Te rme  
gegentiber  den klassischen Gleichungen.  Die  Divergenzgle ichung 
(12.3) behgl t  ihre Form,  wenn  die Matrices ~ den An t ive r t auschungs -  
re la t ionen  

,t ~ + ~" 2 ~ - -  A ~ ~ (14.4) 

genfigen. En twicke l t  m a n  die Matrices u wieder  nach  (12.10) 
m i t  K o n s t a n t e n  bik, so folgen in Analogie mi t  (12.12) u n d  12.13) 
die Beziehungen.  

b~k = - -  A ~ b ~ ,  b.~ ~ - -  A ~ b.~ 

bS~ + b.~k ~ - -  A ~ bSk , b~ k + bS~ = - -  A ~ b~k. (14.5) 

*) D a n n  gilt in (11.11) nur  die F o r m  [H,  ~] und n ich t  m e h r  6H/~. 
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Die LSsungen ffir A ~ lauten je tz t  0 , - - 1 , - - 2  s t a t t  0, - -1 ,  +1 
wie im  Paragraph  ]9.. Die L6sung --9. (doppelt geladene Elementar -  
teilchen) wollen wir ausschliessen. 

Die im vorhergehenden Pa rag raphea  besprochenen Feld- 
t ypen  geben dann  zu folgenden zus~tzlichen m6gl ichen Reak- 
t ionen Anlass : 

1. t%ld ohne elektrische und ohne ~chwere Ladung. 

u 1 = bo~o (3 0 - -  3a) (3( + 3a' ) (14.6) 
d .h .  die Reak t ion :  

n (0,0) �9 �9 9. n (0,0). (14.7) 

2. Feld mit elektrischer, aber ohne schwere Ladung. 

u 2 = (b~o 31 + b~o 33) ( 3 (  + 33' ) (14.8) 
oder in  der Reaktionsschreibweise 

e (1,0) ~ �9 ( - - n  (0,0)) + e (1,0). (14.8) 

3. Feld ohne elektrische, aber mit schwerer Ladung. 

. a  = (3~ - -  ~3) (bo~ ~I' + b~, v ; )  (14.9) 
oder 

N (0,1) ~ (--  n (0,0)) + ~R (0,1). (14.10) 

4. Feld mit elektrischer und schwerer Ladung 
gleiehen Vorzeichens. 

u'  = (b~, 31 + b~, v~)' T~' + (b~ v,  + b~2 v2) 3 (  (14 .1 l )  
mit  den Reakt ionen  

P (1,1) �9 , (--  n (0,0)) + ~3 (1,1) (14.12) 

N (0,1)  �9 , ( - -  e (1 ,0) )  + ~ (1 ,1 ) .  (14.13) 

Das Feld 5 mit  schwerer und  elektrischer L a d u n g  versehie- 
denen Vorzeichens g ibt  n u r  die Matr ix  u s ~ 0. 

Ausser der le tz ten  Reakt ion  (14.13) sind alle neuen  Reakt ionen  
dieselben wie diejenigen der 3 Matrices, nu t  spielt tiberall das 
An t ineu t r ino  die Rolle des Neutr inos.  

Das Feld  4 gibt  eine weitere M6glichkeit des fl-Zerfalles: 
E in  N eu t r o n  wird eine ~ ( l ,1)-Part ikel  (14.13) u n d  sender ein 
negat ives Elek t ron  aus. Die ~3 (1,1)-Partikel zerf~tllt hierauf, 
gem~ss der algebraischen Umschre ibung  yon  (14.19.), in  ein Pro ton  
und  ein Neut r ino :  �9 

(1,1) > P (1,1) + n (0,0).  (14.12') 
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Fiir  (12.12') gilt das anl~sslich (13.6') gesagtOT). Das Auf- 
treten v0n Neutrino und  Antineutr ino hat  folgende tiefergehende 
Bedeutung : 

a) Neutrino und  Azltlneutrino sind verschiedene Partikel. 
Dann unterscheiden sie sich durch die sogenannte Neutrinoladung. 
Fordert  man  die Erhaltung der Neutrinoladung, so muss' man auch 
dem Neutron eine Neutr inoladung zuspreehen. Die Matrix 

~ " =  1 2 (14.12) 

erlaubt dann  die yon den Spinorpartikeln getragene Neutrino- 
ladungsdiehte zu formen. Aus (12.2) folgt dann 

[2% v']  - -  A ''" v" = - -A r v" ( 1 4 . 1 8 )  

d.h .  die Partikel des Kernfeldes haben gleiehzeitig elektrische 
und Neutr inoladung umgekehrten Vorzeiehens. Aus (14.14) folgt 
aber 

2" a" + a~ 2" = - -  A ''~ u~ = (2 + A ~) ~ (14.14) 

(14.14) und (14.13) sind nur  miteinandcr  vertrgglich, wenn 
entweder ~ oder ~ versehwindet, d . h .  ffir ein bestimmtes Feld 
~" t re ten nu t  entweder die Reaktionen des Paragraphen 13 oder 
die Reaktionen aus diesem Paragraphen auf. 

b) Es existiert kein Untersehied zwischen Neutrino und Anti- 
neutrino.  Dann kSnnen die Matrices ~ so gewi~hlt werden, dass 
in den Weehselwirkungstermen Feld-Materie in der t Iamil ton- 
funktion der Spinor des Neutrinofeldes ~0 ~ nur  in der Kombinat ion 

~ __ ~2  + (}* ~ 2 .  ( 1 4 . 1 5 )  

auftri t t .  Wghlt man die Matrices ~ und  fl in der Form, dass die 
a~ rein reell und fl rein imagingr erscheinen, so wird die Matrix (~ 
gleich der Einheitsmatr ix und man ha t  ~ 2 _  ~.2. MAJOnA~Ag) 
hat gezeigt, dass man dann auch den Anteil der freien Spinor- 
partikel in der Hamil tonfunkt ion  al]ein unter  Verwendung der 
reel]en Funkt ion  ~2 schreiben kann.  Das reelle Spinorfeld kennt  
also, genau wie das reelle Tensorfeld, keine Antipartikel,  d .h .  
es besteht aus nur  einer Part ikelart  (vgl. dazu auch RACAH~9). 

15 .  S e h l u s s b e m e r k u n g .  

Naehdem die Existenz einer Kontinuit~tsgleiehung bei Ab- 
wesenheit yon elektrisehen Feldern gezeigt worden ist, macht die 
Einfi ihrung der Wechselwirkung ,,Elektrisches Feld mit  elektrisch 
geladenen #r  und ~ Feldern" keine prinzipiellen Schwierigkelten 
mehr. Klassisch ist der Fall yon t 'nocA 1~ bereits behandelt.  
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Es sind dann  u . a .  fo lgende in te ressante  Eigensc tmf ten  der  
neuen  Par t ikel  zu behandeln  (vgl. dazu auch  BHABRA2)): 

1. Bremss t rah lung ,  Comptone f fek t  und Paa re rzeugung  der  
r  (ffir spinlose Par t ike l  wurde  die zur Be the-He] t l e r ' schen  
ana loge  Formel  berei ts  yon PAULI und WEISSKOPF bereehnet6)).  

2. Absorp t ion  (und St reuung)  eines r  (oder eines 
unge ladenen  tt-Teilchens) durch  ein schweres Tei lchen im A t o m -  
kern  (= A tomze r t r f immerung  dureh  e- oder  n-Tei lehen,  da schon 
die Ruhenerg ie  dieser Tei lchen genfigt,  u m  einen Kernbes tand te i l  
aus  seiner B indung  zu 15sen)21). 

3. E rzeugung  yon Paa ren  von  e- oder  n-Teilehen,  durch  
Rekomblna t ]on  yon  Pro ton ,  N e u t r o n  mi t  A n t i p r o t o n  und Ant i -  
neu t ron .  Auss t r ah lung  einer oder  mehrere r  r u n d  n -Par t ike l  du reh  
B r e m s u n g  yon schnel len N e u t r o n e n  und P r o t o n e n .  

Das E n t s t e h e n  der doch of fenbar  ins tab i len  r  (fiber 
ihre  Ins tab i l i t a t  vg]. aueh  soeben verSffen~liehte Beobaeh tungen  
v o n  BLAKF~TT2O)) kSnnte  dann eventuel l ,  ausser durch  Paare rzeugung  
aus einer pr im~ren  Pho tonens t r ah lung ,  dureh diese R e k o m b i n a t i o n  
einer  pr lm~ren,  aus  schweren Ant i t e i l chen  bes tehenden,  kosmisehen 
S t rah lung  mi t  Kernbes t and te i l en  gedeu te t  werden.  

In s t i t u t  de Phys ique ,  Univers i t~  de Gen~ve.  
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La s i f n i f i e a t i o n  du temps  propre  en  m 6 e a n i q u e  ondu la to i re  

par E. C. G. STI_rECKELBERG (Genbve). 

La th~orie classique eontenue  dans  

mon t r e  que - - q z  q "  = (ds/d2) 2 -  m2 est unc  constanf.e d ' in t6 -  
gra t ion .  I,e pa ra in~ t re  2 es t  done  propor t ionne l  au temps propre  s. 
S u i v a n t  que d s - 4- m d 2 (l) repr6sente  une par t ieu le  de masse m 
et  de charge • e. Une  par t ieule  /~ charge + e resp.  e est repr6-  
sent6e par' une l igne d 'univers  qui 6volue vers le futur ,  resp. vers 
le pass6, si 2 a u g m e n t e  (3 4 > 0 resp.  < 0). La  r6ac t ion  de la pa r t i -  
cule sur le champ  peuf, 6tre d6cri te  par  une densi t6  de charge 

-~ c o  

o ( ~ , t  : x  4) e /  q4d2b(x'  ql) 6(x 2 q2) d (xa -q  a) d(x4-q 4) (2) 

Son in~6grale spa t ia le  v a u t  -[- e, su ivan t  que Q4 :~ 0. 

La thdorie quantique d6eoule d ' une  I I ami l t ou i enne  /? (correspon-  
d a n t  h la masse, e. /~ d. R = - - � 8 9  rn 2) 

R = �89 ~.  ~ . ;  ~ .  = p .  - e r  ( q ) .  (8 )  

P o u r  a u t a n t  que les potenCiels ~5 a ne  var ien t  que  dans des d imen-  
sions grandes  pa r  r appor t  aux  longueurs  d 'ondes  contenues dans  
la fonet ion ~, (ql, qZ, q3, qa, 2), le paque t  d ' ondes  (normalis6 h 

/ f f f  (a q), !wl ~ 1) suit  la l igne d 'univers  elassique.  Un c h a m p  
gleetr ique n ' e x i s t a n t  que pendan t  unc  tr6s eour te  pb.riode au t e m p s  
t -  x 4 =  0 est d6cr i t  par  un po ten t i e l  ~b~_ cons tan t ,  qui possbd(; 
une  d i scon t inu i tg  sur  l ' hype rp l an  x 4 -  t = 0. Ce t te  diseont inui td  
donne  lieu, en plus de la r6f rac t ion  du p a q u e t  d 'ondes  p r ima i re  
(eor respondant  h l 'aee61~ration de la part ieulc)  / t u n e  rd/lexion 
qui correspond 'h la ligne d 'un ivers  d ' une  par t ieu le  de mgme masse  
mais  de charge opposde. 

La normalisatSon de y~ et  sa d6pendanee  du " t e m p s  p ropre  2"  
pr6sente  eertaines diffieult6s d ' i n t e rp r6 t a t i on  probabi l is te .  L ' e x e m p l e  
d4er i t  semble e x p r i m e r  lc fair  s u i v a n t :  

" S i  j ' obse rve  au  temps t > 0 une par t ieule  (m, _ e )  et  si je 
seois q u ' a u  m o m e n t  t - - 0  un c h a m p  61eetrique existai t ,  il y a 
A) une  probabi l i t5  WA que la par t ieu le  a ~t~ aee~l~r~e pa r  Me 

1) 1;' signifie la ddriv6e de Y par rapport au param6tre ,t. qz(p 1, 2, 3, 4) 
sont les eoordonn6es d'un point. B ~ , - _ / ~  est le champ electromagnStiqne. 



Temps propre en mecanique ondulatoire 307 

Tagung der Schweizerischen Physikalischen Gcscllschaft. 323 

champ ,  et  B) une probabil i t6 W B 1 - - W ~  que la par t icu le  
n ' e x i s t a i t  pas pour  t ~ 0 mais qu 'e l le  est la par tenai re  d ' u n e  
paire de particules (m,--e) ,  (m, + e), c r ~ e  au m o m e n t  t -  0 pa r  
ce champ.  ''1) 
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Rernarque a propos de la cr6ation de paires de particules 

en th~orie de relativit6 
p a r  E. C. G. Stueekelberg. 

(18. X .  1941.) 

Rdsumd: L a  mdcan ique  de la th6or ie  de  re la t iv i td  p e u t  ~tre mise sous une 
fo rme  qu i  p e r m e t  de  c o m p r e n d r e  la  c rda t ion  de  paires  de  par t i eu les  de charges  
61eetriques oppos6es sans  fairc  appel  ~ la  th6or ie  des q u a n t a .  Le c h a n g e m e n t  
appor$d p a r  cet te  mod i f i ca t i on  ~ la thdor ie  des  q u a n t a  es t  d iscut6 .  

La th6orie de rolat ivi t~ expr ime  los lois phys iques  dans une 
forme eovar ian te  pa r  rappor t  ~ un  cer ta in  groupe de t ransforma-  
t ions.  Ce groupe est  eelui des t r ans format ions  de LORENTZ, pour  
a u t a n t  qu 'on  ngglige l ' influenee de la g rav i ta t ion .  Le groupe est 
db.termin~ par  los 6quations de MAXWELL paree que  los obser- 
va t ions  61eetromagn~tiques (par ex. l 'expbrienee de MICH~LSON) ne 
p e r m e t t e n t  pas de dis t inguer  en t re  deux  syst~mes de eoordonn6es, 
don t  Fun  d6erlt un  m o u v e m e n t  reet i l igne et non aee61gr~ par  rap-  
por t  ~ l 'autre .  Pour  tenir  eompte  des effets de g rav i t a t ion ,  E In -  
STEIN a envisag6 un groupe plus g6n~ral de t rans format ions ,  qui  
la issent  invar ian t  le earrg de la d is tance  spa t io tempore l le  (ds) ~ entre  
deux  6v6nements.  

La  mgeanique du point  matdr ie l  soumis a u x  forces 61eetro- 
magn6t iques  et  g rav i f iques  peu t  ~tre exprim6e sous une forme eo- 
va r i an t e  par  r appo r t  au  groupe de ces t r ans format ions  ggn~rales. 
Los t ra i ts  f o n d a m e n t a u x  de ee t te  m6eanique  d'EINSTEI~ sont  les 
su ivan t s  : 

Au eours du t emps  t, le po in t  mat6riel  sui t  une  trajectoire, 
qui  est  dgterminge par  les trois fonet ions  x i = q~(~). Elles i nd iquen t  
les va lenrs  des trois eoordonn~es d ' e spaee  x ~ (i 1, 2, 3) ~ l ' i n s t an t  
t = v. La  th6orie de re la t ivi t~ fair  in te rveni r  le t emps  t sous la 
forme d 'une  qua t r igme  eoordonn6e t = x 4. A la eourbe  t ro isdimen-  
sionnelle de la t r a jee to i re  correspond ainsi  une eourbe  quadr id imen-  
sionnelle x~=  qi(v);  x 4 -  q4(T) - ~, appel6e ligne univers. Elle est 
expr im6e  en te rmes  du param~tre  v. P o u r t a n t  la subs t i tu t ion  du 
pa ramgt r e  z ( - a u  tamps) par  un  paramgt re  que leonque  2 reste  
possible. Cette  subs t i tu t ion  T -  ~(2) effeetuSe dans les ~quations 
pour  x"  (it = 1, 2, 3, 4) donne ~ la reprSsenta t ion pa ramgt r ique  de 
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la ligne d 'un ive r s  une forme plus sym6tr ique  par  r appo r t  a u x  coo> 
donn6es de l ' e space- temps :  

z.  = q. (~) (1) 

Discutons  les 6quat ions fondamenta les  de ]a m6canique .  Soit 
(= x x, x 2, x ~) le vec teur  de l ' endroi t  et  ~ (r) (= ql, q2, qa) la posi- 

t ion de la par t icule  au t emps  t = v. Soi t  P ( ~ ,  t) le vec t eu r  du 

champ de gravi ta t ion ,  /~(~,  t) le vec t en r  du champ 61ectriquc et  

B ( u  t) cclui du champ magn6t ique.  Le m o u v e m e n t  ~ = ~ (~) de 
la par t icule  (et sa ligne d 'univers)  est, en th6orie non re la t iv is te ,  
une solut ion de l '6quat ion fondamenta le  de ~NTE~.VTON-LORENTZ: 

d ~  + ~ @ • ~ (2) m ( & ) ~  = m Y ' + e / ~  c & 

x b est  l e  produi t  vec tor ie l  de deux vec tenrs .  F , / ~  e t  B sont 

g 6valuer pour  les va leurs  (~,  ~), etc.  Si /~(x, t ) =  P ( x ,  x a) = 

= F ( x ) ,  etc.  est  connu pour  tou t  le domainc  spa t io tempore l  x (= x 1, 
x e, x a, x 4) int6rcssant ,  la solut ion de (2) d6termine  les t rois  fonc- 
tions x i =  q~(v) (la t ra jeetoi re)  et n a t u r e l l c m e n t  aussi  les quat re  
fonet ions x i = qi(r) ;  x a = q4 (T) = v de la l ignc d 'un ivers .  En  th6o- 
tie de re la t iv i t6 ,  l '6quat ion  (2) est un  peu modifi6e, mats  ne con- 
t ien t  pas de changements  impor tan ts .  

Un  po in t  fondamen ta l  de cct te  th6orie  habi tue l lc  es t  le sui- 
v a n t :  La  m6canique d'EINSTEIN s ' c x p r i m e  sous uric forme qui 
n ' a d m e t  que  des lignes d 'un ivers  a y a n t  une seule intersection avec  
un hype rp l an  t (=  x a) = t o = eonst (cf. l igne A en fig. l ) .  Cette 
seule in tersect ion,  qui se fa i t  au point  x ~ = q~(to) , est  l ' endro i t  off 
se t r o u v e  la part icule  h l ' i ns tan t  t = t o. D ' au t r e s  l ignes,  d 'une  
forme plus g6n6rale (par ex. la ligne B en fig. 1), qui  recur ren t  
deux in tersec t ions  pour des plans t (=  x 4) = t o < 0 et  aucune  inter-  
section pour  t (=  x a) = t o > 0 ne p c u v e n t  pas f igurer  dans  la m6- 
canique d 'EI~sTEI~.  Ceci est  dfi au choix  par t icu l ie r  du para-  
m6tre s e n  x ~ = q'(s). I1 est  d6fini c o m m c  la longucnr  de l 'arc,  
c.-g-d, comme  l ' int6gralc de la dis tance spa t io tempore l le  ]/(ds) ~ 
entre deux  6v6nements voisins de la courbe.  On l ' appel le  le temps 
propre.  Or (ds) 2 n'est  posi t i f  que pour  deux  6v6nements ,  don t  l 'un 
est post6r ieur  ~ l ' ant rc  dans tout  systbme de r6f6rence. La  ligne B 
fig. I a y a n t  des r6gions off ce n 'es t  c e r t a inemen t  pas  le eas, ne 
pent  done pas 6tre cxpr im6e en termes de ce param~t re  s. St, au 
m o m e n t  de l '6 tabl issement  de la th6orie (I 'EI~sTEIN, des lignes de 
ce dernier  t y p e  n 'on t  pas 6t6 diseut6es, c ' e s t  p robab lemen t  parce 
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que  le ph$nomdne de la crdation et de l 'annihi la t ion de paires  de 
particules n ' a v a i e n t  pas 6t6 d6eouver ts .  

Aujourd 'hu i ,  vu la d6eouver te  de l '61ectron positif,  les lignes 
B et  C fig. 1 a d m e t t e n t  une in t e rp rd ta t ion  bien nature l le :  Les 
deux  interseetior~s pour  t ( =  x 4) = t o < 0 de la ligne B repr6sen- 
t e n t  les deux endro i t s  des deux  par tena i res  d ' u n e  paire de par t ieules .  
Cet te  paire es t  eompos6e d ' u n  61ectron posi t i f  et  d 'un  61eetron 
n~gatif.  Leurs lignes d 'un ivers  son t  d 'une  forme telle qu' i ls  se 

Fig. 1. 
Lignes d'univers: A. type habituel (s temps t ~ x a correspond un seul 
x I repr6sentant l'endroit de la particule) ; B. type annihilation (~ chaque t = x a ~ 0 
correspondent deux valeurs de x 1 reprdsentant les endroits d'une paire de parti- 
cules qui vont s'annihiler pour t ~ 0); C. type production de paire (~ chaque 
t -  x 1 >>0 correspondent deux valeurs de x 1 etc.). 

r e n c o n t r e n t  au m o m e n t  t ~ 0, la ligne B d6cri t  a ins i  l ' an6ant isse-  
m e n t  mutue l  des deux  corpuscules .  On c o m p r e n d  alors pourquoi ,  
pou r  des t e m p s  t > 0, il n ' ex i s t e  plus aucune intersect ion,  parce  
qu ' i l  n ' ex i s te  plus aucune de ces denx  par t ieules .  La ligne C est  
l ' i l lus t ra t ion spa t io - tempore l le  du  ph6nom~ne contraire,  c.-~-d, de 
la cr6ation d ' u n e  paire /~ l ' i n s t a n t  t ~ 0. 

La ques t ion  se pose de savoi r  s'il est  possible  d '6 tab l i r  une 
m6canique eovariante au sens d'EINsTEIN, qui permette l'existenee 
de telles eourbes. Nous nous rappelons que les eomposantes 

E~ = B .  (~ = 1, % a) a .  , -ee teur  ~ et  les oompos~nt~s  (~)~ = B2~ ; 

(B)2 = Bal et  (B)a = B12 f o r m e n t  les eomposan te s  d 'un  t enseur  
eovar ian t  e t  an t i sym6t r ique  B~.  (#,  v = 1, 2, 3, 4) en qua t re  di- 

mensions .  De m~mc ,  los eomposan tes  /'~ = - -F~4 du vee t eu r  I" 
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du" champ de grav i ta t ion ,  fo rmen t  les composan tes  d 'un  tenseur  
affine et m lx t e  F , .  Supp r iman t  alors .les indices de sommat ion  

~9 
tensorielle, cn a,b "~= 1 %  b",  l '~quat ion d e  m o u v e m e n t  qua-  

dr idimensionncl le  pour x" = q ' (2)  deviendra '  fondamenta le  de la 
m~eanique 

d 2q" dq ~ dq~ ~eBu~g~ dq~ 
(d2) ~ F~  d2 d). az  

§  (8) 

Elle est (au t e rme  K"  pros) la g~n~ralisation covar ian te  de (2). 
(g~z est ]e t enseur  fondamenta l  qui  relic les eomposantes  co- et  
eont ra -var ian tcs  B,~= g~gs~B~Z). On p e u t  d~montrer  (v'u la 

dqu ~q~est une s t ructure  de F~l ) )  que la quan t i t~  m 2 = - - g , ~  d~ 

constante  d ' in tggra t ion  si K ~ =  0. Si m 2 > 0 ,  les lignes son t  du 
type  A pr6vu par  EI~STnlN. La  relat ion ent re  le pa ram~t re  ds = 
= + ]/ds 2 (d6fini par  d s >  0 si d v = d q  4 >  0) et d2 est  alors,  
avec m = -~- / ~ q % 2 :  

d s = ~ m d2 " (4) 

La  subs t i tu t ion  de (4) en (3) r~duit  ( toujours  si K ,  = 0) not re  
formule ~ la formule  d'EINSTEIN, qui  prend,/~ son tour,  la forme (2) de 
]a m~canique non relat ivis te  de NEWToN-LoI~ENTZ pour des vi tesses  
I d~q/d~]~c, m a done la significat ion de ]a masse an  repos. 
Mats il y a une  diffgrence tr6s r emarquab le  en t re  l a  th6orie habi-  
tuel le  et la nStre .  L 'ambigui t6  du signe en (4) a pour  eons6quence 
une ambiguitb, du signe de ]a charge 61ectrique e dans i ' ~qua t i on  
fondamenta le  de la m~canique.  (:k e au lieu de e au 2gme m e m b r e  
de (2)). No t re  m6canique (3) a ainsi l ' a v a n t a g e  d 'e t re  va lab le  
la lois pour les deux charges :J: e. 

Le te rme K ,  en (3) mont re  la possibil i t6 de faire in t e rven i r  
dans la th~orie des forces nouvel les  de n a t u r e  ni 61ectromagn6- 
t ique  ni gravi f ique .  Si K "  $ 0, la quant i t6  m 2 d6finie plus h a u t  
n ' e s t  plus une  constante  d ' in t6gra t ion .  Dans  la r6gion d 'espace  
temps  oh ces champs  apparaissent ,  la masse de repos de la par t i -  
cule doit done ~arier.  La  fig. I mont re  l ' e f fe t  qu ' un  champ par t i -  
culier (Ku = 0 saul  dans l ' in te rva l le  tl < t < t2 off K ~ diff~re de 
z6ro) exerce sur la ligne d 'un ivers .  Ce champ  acc~l~re la par t icu le  
(ligne A) p e n d a n t  l ' in terval le  tu - -  t~ en d i m i n u a n t  en m~me temps  
la masse de repos,  la par t icule  ga rdan t  1.~ di rect ion de sa t ra jec-  
toirc.  Un champ  semblable mats plus for t  a pour  consequence 

~) cf. par ex. }V. PivH, Relativit/itstheorie. Teubner, Leipzig-Berlin (1921), 
1 a. 587, Formule (69). 
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de d~former la ligne A en la ligne B. Un  champ de ce t te  intensit~ 
cause done l'annihilation d'une paire de particules. On vo i t  ~gale- 
ment  que les deux par tenai res  sont de charge 61eetrique oppos~e 
puree que le signe dqd/d2 <> 0 ddtermine le signe de • e. Un  champ 
semblable et  de m~me intensi t~ mais a y a n t  le signe oppos6, d6- 
forme une ligne du type  A en des eourbes du type  C et  cause 
ainsi la creation d'une paire de particules. Une difficult6 se prg- 
sente puree que les par t ieules  parcouren t  une part ie  de leur  exis- 
tence avec  des vitesses sup6rieures ~ celle de la lumi6re.  Ceei, et  
d 'aut res  eonsid6rations d 'o rdre  causal, nous semble 8tre un argu- 
ment  i m p o r t a n t  contre  l 'hypoth6se  de l 'exis tenee de telles forces, 
malgr6 la covariance de lear  reprSsentat ion.  

Mais, m~me sans introdUire ces champs  nouveaux ,  la m6ca- 
nique propos6e a certains avan tages  sur celle d'EINsTEIrr La racine 
carr6e qui, en th6oric ordinairc,  rel iai t  l '6nergie s l ' impuls ion  ct 
qui formai t  le grave obstacle  ~ la quant i f ica t ion  de la m6eaniquc 
relat iviste  du point  mat6r ie l  a d isparu duns notre  th~orie. Le 
proc6d6 de quant i f ica t ion  de SCHROEDINGER peut  alors ~tre mis 
sous une forme off l 'espace et  le temps in te rv iennen t  d 'une  racoon 
ent i~rcment  sym6trique.  A certains 5gards, le param~tre  2 joucru 
le r61e de param~tre  v dans l%quation de SCHROEDINGER, tandis 
que les qua t re  eoordonnSes q ( =  ql, q2, q3, q4 = r) p rendront  la place 
des trois ~ ( -  ql, q~, q3) en th~oric non relat iviste.  

L ' e f fe t  de cette quant i f ica t ion  est d 'g tabl i r  Une correspondance 
entre la th6orie des rayons  x .  = q"(2) (opt ique g6omgtrique) duns 
Fespace quat r id imens ionnel  avec  la propagat ion  des paqucts  

d 'ondes ,p(q, 2) normalis6cs a ffff(dq)'[ w I ~ = 1 (opt ique ondu- 

latoire). Nous  diseutons l ' cxemple  d ' un  champ 61ectrique/~ ~ eom- 
posantes E 2 = E~ = 0 et,  pendan t  l ' in te rva l le  tr~sicourt 0 < t ~ 6t,  
E 1~=0. Duns l a l i m i t e  6 t =  0, E x =  oo, E 1 6 t = ~ i n i ,  ce champ est 
d6erit par  un potent ie l  quadr ivec teu r  q)2 = q ) z -  q~, = 0; q)l = 0 
pour t ~ 0 e t  q~l=Eldt  pour  t ~ 0. L 'hype rp l an  x 4 t = 0  est 
maintenz~nt une surface de diseontinui t6 duns le cont inu  espaee- 
temps. Un  rayon inc ident  sur cette surface est r6fraet6. Fig. 9, 
montre  la r6fraction d 'un  rayon Y~I v e n a n t  d 'un  poin t  situ6 duns 
le demi-espace-temps sup6rieur  t ) 0. La  l i the  d 'univers  eorres- 
pondan t  ~ cet te  r6fract ion n 'es t  aut re  chose que le m o u v c m e n t  

d 'un  ~lectron nbgati[ (dq*/d2 ~ 0) ace616r6 p~r le champ /~ pendan t  
] ' interval le  6t. En th6orie  ondulatoirc ,  un  rayon r6fl6ehi d ' in ten-  
sit6 d6finie e t  non nulle,  est  reli~ s t o u t  rayon r6fraet6. A eet 
rayon r6fl6ehi ~PA correspond un ~lectron positi[, (dq*/d2) 0), er66 
au m o m e n t  t 0. 
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Remarque ~ propos de la cr6ation de paires. 593 

L ' i n t e r p r 6 t a t i o n  p r o b a b i l i s t e  de  ee p h 6 n o m 6 n e  a d6 j~  6t6 d i s -  
c u t 6 e  d ' a u t r e  p a r t 1 ) .  E l le  f e r a  l ' o b j e t  d ' u n  e x p o s 6  p l u s  d6 ta i l l6  ~) 
de  c e t t e  m o d i f i c a t i o n  a p p o r t 6 e  h l a  t h 6 o r i e  d ' E I N S T E I ~ ,  t ~ e m a r -  
q u o n s  d6 j ~  ici q u e  c e t t e  t h 6 o r i e  p e r m e t  de  p r 6 d i r e  les esp~rances 
math$matiques de  g r a n d e u r s  p h y s i q u e s .  L ' e s p 6 r a n e e  m a t h 6 m a t l q u e  
de  l a  c h a r g e  61ec t r ique  e r  (t) q u ' o n  o b s e r v e r a  d a n s  u n  v o l u m e  s p a -  
t i a l  V h u n  t e m p s  d o n n 6  t e t  cel le  de  l%nerg ie  W r  (t) d a n s  u n  t e l  
v o l u m e  p e u v e n t  8 t r e  ca lcu l6es .  L e s  p r 6 v i s i o n s  se  b a s e n t  s u r  u n e  
mesure f a i t e  s u r  u n e  p a r t i e u l e  a n  m o m e n t  qr ~ t o = q~. L a  m e s u r e  
e o n t i e n t  la  d 6 t e r m i n a t i o n  1 ~ de  l ' e n d r o i t  ~ ~ q o ,  9o de  la v i t e s s e  
v ~ vo e t  3 ~  u n e  e x p 6 r i e n c e  de  d 6 f l e e t i o n  6 1 e c t r o m a g n 6 t i q u e ,  

Fig. 2. 

Sous l'influence d'une discontinuit6 de ~bx, le paquet d 'ondes y~ qui se trouve 
~, au moment  2 0~ s x~ ~ q~, se d6compose ~ au moment ~ --  A 1 ~ en un paquet  
r6fract6 ~ z  et un paquet  r6fldchi Y'A - 

de  l a  v a l e u r  de  elm. L e s  r 6 s u l t a t s  s o n t  n a t u r e l l e m e n t  s o u m i s  ~ u n e  

r e l a t i o n  d ' i n c e r t i t u d e  (d i f f6 ren t e  de  celle d 'HEISENBERG p a r c e  clue 
t = A qa =~ 0). D a n s  l ' e x e m p l e  e x p o s 6 ,  e e t t e  m e s u r e  a 6t6 e x 6 e u t 6 e  

e t  s o n  r 6 s u l t a t  e s t  r e p r d s e n t 6  p a r  u n e  p a r t i c u l e  de  c h a r g e  - - e  
o b s e r v 6 e  p o u r  t > 0, q u i  se t r o u v e  s u r  le r a y o n  m a r q u 6  p a r  W1. 
T o u t  v o l u m e  e n t o u r a n t  ee r a y o n  ( p o u r  t > 0) f o u r n i t  l ' e s p 6 r a n c c  
m a t h 6 m a t i q u e  e l  - - e .  P a r  c o n t r e ,  l ' e s p 6 r a n c e  m a t h 6 m a t i q u e  de  
la  c h a r g e  e o n t e n u e  d a n s  u n  v o l u m e  e n t o u r a n t  le r a y o n  r6 f l6ch i  

2) STUECKEL~ER~. Comm. Soc. Suisse de Phys. Sdances des 7 et 8 IX.  
1941 ; Helv. Phys. Acta 14~ 322 (1941) ; Actes Soc. Helv. des Sci. Nat.  ! 217 (1941). 

e) A paraltre au prochain numdro des Helv. Phys. Acta. 
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(marqu6 par ~oa) vau t  e:a = ~ eI/Va. W a est un nombre, eontenu 
entre 0 et 1, d6termin6 par la th~orie. La particule ne pouvant  
porter que des charges • e, il y a done certitude que la particule 
suit la trajectoire correspondant "X celle du paquet d'ondes ~1 pour 
t > 0, et la probabilit6 W e qu 'une antipartieule (de masse d'ail .  
lcurs 6gale /~ celle de la particulc observde) se Iueut le long de la 
trajectoire du paquet  ~o A pour t > 0. 

W a est done la probabilit6 que le champ /~ a cr66 une paire 
dent  l 'une des partenaires  suit la ligne d'Univers yh. 

Dans tou~s les th6ories qui ont' reli6 la relatiVit6 a u x  quanta ,  
on '.a d u  faire intervenir  le ph~nom~ne de ]a creation ei  de l 'anni-  
hilation de paires de particules. Nous voyons qu'ici, encore une 
lois, eel/t est le cas. 

Je ne veux pas terminer cet expos6 g6n~ral sans exprimer la 
grande joie que j 'Sprouve h publier ces rgsultats ~t l'occasion de 
l 'anniversaire de Monsieur le Professeur A. H&GENBACH. Je le 
prie &accepter cette note comme un signe de ma  profonde recon- 
naissance. 

Gen~ve, Ins t i tu t  de Physique de l'Universit6. 
Octobre 1941. 



La mecanique du point materiel en theorie de 
relativite et en theorie des quanta [56] 

Helvetica Physica Acta, vol. 15 (1942), pp. 23-37 

Reprinted with permission 
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La m ~ c a n i q u e  d u  p o i n t  m a t e r i e l  e n  t h ~ o r i e  d e  r e l a t i v i t ~  
e t  e n  t h b o r i e  d e s  q u a n t a  

par E. C. G. S t u e e k e l b e r g .  
(~8. x .  4~.) 

Rdsumd. Une 14g~re modification de la m6canique d'ExNsTErt~ (remplagant 

l'extr~mum de f m d s  = f m ] /~ zq t ,  d2 par celui de � 8 9  qzqz d2) permet d'6tablir 
uno nouvelle m6canlque relativiste. Ses r~sult~ts ne diffSrent pas des r6suli~ats 
obtenus par l~ forme habituelle, si l'on ne ft~it~ intervenir que des champs gravi- 
fiques et ~lectromagn~tiques. Mais, tout en gardant5 la covariance de la th6orie, 
on peu~ in~roduire des champs nouveaux qui ont pour consdquence la crdation 
de partieules dans la thdorie classique. 

La quantification de la ~h~orie repr~sente l'extension logique de la thdorie 
do Schroedinger aux quatre dimensions de l'espace-temps. Un de ses r~sultats 
est la crgation de pavticules par des champs dleclromagndtiques. 

Expos~  9~n/iral de la th~or iO) .  

Th~orie classique du mouvement d'un point  de masse. - -  A u  
c o u r s  d u  t e m p s  t, le p o i n t  m a t 6 r i e l  d4cr i t  u n e  e o u r b e  t r o i s d i m e n -  
s ionne l l e ,  la tra~ectoire. Celle-ci e s t  d 6 t e r m i n 6 e  p a r  les t rois  f o n c -  
t i o n s  x * -  q*(T), qu i  d o n n e n t  les va l e u r s  des  t ro i s  c o o r d o n n 6 e s  
(i 1 , 2 , 3 )  x ~ au  t e m p s  t =  v. Si l ' o n  i n t r o d u i t  ]e t e m p s  t - -  x 4 
c o m m e  u n e  q u a t r i ~ m e  c o o r d o n n d e ,  e t  si, en  p lus ,  on cons id8re  
t T(2) = q4(~) e o m m e  f o n c t i o n  d ' u n  p a r a m ~ t r e  ,~ q u e l c o n q u e ,  la 
e o u r b e  q u a d r i d i m e n s i o n n e l l e  x -  qz(2) ( t t - -  1 , 2 ,  3 , 4 )  r e p r 6 s e n t e  
la ligne d'~nivers en t e r m e s  d ' u n  p a r a m ~ t r e  q u e l e o n q u e  ~. 

L a  th6or ie  &EINSTEIN (w ])  d o n n e  u n e  loi qu i  p e r m e t  de cons -  
t r u i r e  ces l ignes d ' u n i v e r s ,  si le champ de gravitation l ' ~ ( x ) =  
F L ( x ) )  e t  le champ $lectromagnStique ( n . ' ( x ) =  B ~ ' ( x ) )  s o ~ t  
d o n n 6 s  e o m m e  f o n c t i o n s  d ' e s p a c c - t e m p s  ( B "  ~(x) -- B ,  "(x 1, x 2, x 3, x4)). 
U n e  te l le  l igne e s t  e n t i ~ r e m e n t  d S t e r m i n S e  si 1 0 la pos i t i on  ~ - - ~  
( ql ,  q2, q3) e t  la v i t e s s e  ~ (-- dql /dv ,  dq2/dv, dqa/dv) s o n t  d o n n 6 e s  
p o u r  u n  c e r t a i n  t e m p s  in i t i a l  t = qa e t  si 2 0 u n  c e r t a i n  n o m b r e  elm 
( r a p p o r t  e n t r e  la c h a r g e  61ectriquc e t  la m a s s e  de  r epos )  qui  e a r a c -  
t6r i se  le p o i n t  ma t6 r i e l  e s t  connu .  

N e  s o n t  a d m i s e s  d a n s  la t hSor i e  d'EINSTEIrr que  les l ignes  
d ' u n i v e r s  a y a n t  une seule intersection avec  u n  h y p e r p l a n  t = x a =  
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-- c o n s t  (cf. l igne ,4 en fig. 1)*). E n  effe t ,  e e n e  s e n t  que  ces l ignes  
qu i  c o r r e s p o n d e n t  ~ la  concep t i on  h a b i t u e l l e  de causa l i t6 :  La  seule  
i n t e r s e c t i o n  x ~ ~ qi( t  (~onst) es t  l ' e n d r o i t  off l ' o n  t r o u v e  la p a r t i -  
eule au  t e m p s  t. D ' a u t r e s  l ignes (par  ex.  la l igne  B en fig. 1) 
m o n r  d e u x  i n t e r s ec t i ons  p o u r  des  p lans  t x 4 = cons t  ~ 0 e t  
a u c u n e  in t e r sec t i on  p o u r  t x 4 cons t  ~> 0. Si, au  m o m e n t  de  
l ' 6 t a b l i s s e m e n t  de la  th~or ie  d 'EINSTEIN, de te l les  l ignes n ' 6 t a i e n t  
pas  discut6es ,  c ' 6 t a i t  pa r ee  que  le p h 6 n o m ~ u e  de la  c rea t ion  e t  de  
l ' a n n i h i l a t i o n  de pa i res  de pa r t i cu l e s  6chappai~ encore  a u x  exp6r i -  
m e u t a t e u r s  et  a u x  th6or ic iens .  Or  la  l igne  B de la  fig. 1 ~) d6er i t  
une  te l le  a n n i h i l a t i o n  m u t u e l l e  de d e u x  pa r t i cu l e s  au  m o m e n t  t ~ 0. 

T a n d i s  que  la  m ~ c a n i q u e  d 'EINSTEIN n ' a d m e t t a i t  done  q u e  
des cou rbes  du t y p e  .4, la  m 6 c a n i q u e  propos~e  au  w 2 se l ibSre de  
ce t t e  r e s t r i c t ion .  Son r~su l t a t  eera  que ,  en  p lus  dee l ignes A,  des  
eourbes  du  t y p e  B ou  C p e u v e n t  a p p a r a l t r e .  Les  d e u x  p a r t e n a i r e s  
d ' u n e  pa i r e  ainsi  cr66e ou a n 6 a n t i e  o n t  des cha rges  ~lec t r iques  
oppos6es .  P o u r t a n t ,  les ph6nom~nes  B e t  C ne  f o n t  a p p a r i t i o n  
que  si l ' o n  a d m e t ,  en  plus  des c h a m p s  61ee t romagn6t iques  e t  g r a v i -  
fiques~ un  c h a m p  d ' u n  t y p e  n o u v e a u  K -  (x) (w 3). E n  l ' absenee  de  
ee c h a m p ,  la m 6 c a n i q u c  propos6e  ne  pr~sente  pas  de n o u v e a u x  
ph6nom~nes .  I1 en sera  t o u t  a u t r e m e n t  dans  la n o u v e l l e  m 6 c a n i q u e  
quaut i f i~e .  

Thdor~e q~antiqiee d u  m o u v e m e n t  d ' u n  p o i n t  de masse.  - -  La  
m 4 c a n i q u e  propoeSe p e r m e t  une  q u a n t i f i c a t i o n  en q u a t r e  d i m e n -  
sions ana logue  h cel le  i n t r o d u i t e  p a r  SC~ROED~NGER p o u r  les t ro is  
d imens ions  spa t ia les  en  thSorie n o n  r e l a t i v i s t e .  Le  r a p p o r t  e n t r e  
la  m 6 c a n i q u e  c lass ique  e t  la m S c a n i q u e  q u a n t i q u e  (w 5) es t  a lo r s  
celui  en t r e  l ' o p t i q u e  g 6 o m 6 t r i q u e  e t  l ' o p t i q u e  o n d u l a t o i r e  dans  le 
c o n t i n u  q u a d r i d i m e n s i o n n e l  de l ' e s p a e e - t e m p s .  P o u r  en donne r  un  
e x e m p l e ,  nous  eoneid4rons  le eas of 1, au  t e m p s  t - -  0, un  c h a m p  
61eetr ique h o m o g ~ n e  tr~s fo r t  E 1 (paral l~le ~ l ' a x e  x!) a p p a r a i t  
p e n d a n t  un i n t e r v a l l e  tr~s c o u r t  (~t. C e t  6 v 6 n e m e n t  p e u t  ~tre  
d~cri~ p a r  un  p o t e n t i e l  v e c t e u r  r h une  seule e o m p o e a n t e  
qSa = E x ~ t  pour  t ~ 0, qu i  d i e p a r a i t  p o u r  t ~ 0. L ' h y p e r s u r f a e e  
t - 0 r ep r~sen te  a ins i  u n e  surface  de  d i s con t inu i t6  dane  le c o n t i n u  
s p a t i o t e m p o r e l .  U n  r a y o n  au sens de l ' o p t i q u e  g 4 o m 4 t r i q u e  es t  rO- 
/ractO s u r  ce t t e  sur face  (of. fig. 2). L a  r6 f r ac t i on  n 'es~ pas  au t r e  chose  
que  le c h a n g e m e n t  de  v i t e s se  dfi ~t l 'acc41~rat ion subie  par  la  pa r -  
t i cu le  p e n d a n t  l ' i n t e r v a l l e  ~t. L a  l igne  d ' u n i v e r s  de  la m S e a n i q u e  
c lass ique  co r re spond  ~ ce r a y o n  r4 f r ac t& Male l ' o p t i q u e  o n d u l a -  

*) Les figures ont ~t6 publi6s s l'occasion de l'annivers~ire de M. A. HAOE~- 
~AC~ dans le numdro pr6c6dent. Helv. Phys. Actu f4, 588 (19~1). 
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toire mon t r e  qu 'a  t0u te  rd/ract ion est li6e une rd / l ex ion  d 'une 
intensi t6 non nulle. Ce r ayon  r6fl6chi est  du type C (ou B) de la 
fig. 1. No t r e  nouvel le  m6canique mont re  ainsi que, en th6orie des 
quanta ,  le champ 61ectromagn6tique a la propri6t6 de cr6er et 
d 'annihi ler  des paires de particules.  

Remarquons ,  pour  te rminer  eet te  in t roduc t ion ,  que la m6ca- 
nique d'EINSTEI~ ne p e r m e t t a i t  pas de quant i f ica t ion .  L'~lectron 
de D i r a c  n ' e s t  pas la quant i f ica t ion  du poin t  mat6riel  d'EI~ST~IN, 
mais celle d 'un  sys tdme p l u s  complexe  (point  de masse avec d e s  
degr6s de l ibert6 int6rieurs)2). D ' au t r e  pa r t ,  l '6quat ion  de SeaRo~- 
DINGER-GoRDON n 'es t  pas nne quant i f ica t ion  du po in t  de masse 
non plus, mais  la th$orie d ' u n  c o n t i n u  scala ire  a deux composantes  
(= une composante  complexe) .  La q u a n t i f i c a t i o n  de ce con t inu ,  par  
PAur,I e t  WEmSKOPF8), mont re  alors le ph6nom~ne de la cr6ation 
et  de l ' annih i la t ion  de paires de q u a n t a  de charges oppos6es. 

La m6canique ici pr6sent6e nous semble done @tre la seule 
m6canique re la t iv is te  du point  de masse qui pe rmet  la quantif ica- 
t ion directe.  

w 1. La m~eanique  d'Einstein,  

Soit  g , , ( x )  les composantes  covar iantes  du tenseur  fondamen-  
tal (= po ten t ie l  gravif ique)  et d q ,  les diff6rences de deux 6v6ne- 
ments  voisins sur la l igne d 'univers  x ~ = q"(2) qui  est  parcourue 
par  le po in t  mat6riel. La grandeur  (ds )~=  - - g s , ( q ) d q ~ d q  ~ pent  
ators 6tre posit ive,  nulle  ou n6gat ive.  Deux 6v6nements sont  
situ6s t empore l lgment  Fun vis-a-vis de l ' au t r e  si (ds) 2 > O. d q  4 ne  
peut  jamais  devenir  z6ro sur une ligne o~ l 'on  a pa r t ou t  (ds) ~ > O. 
Sur une telle ligne, le temps  propre est d6fini par  

d s  = • ]/g~,,. dq~ dq"  su ivant  que dq  4 > 0 (1,1) 

L '6qua t ion  fondamenta l e  de ]a m6canique d'EINs'r~4N prend alors la 
forme ((masse au repos >) par  ~ acc616ration proprc  >> 6gale a <( force gra- 
vif ique plus force 61ectromagn6tique ,>. On d6finit d ' abo rd  la quadri-  
vitesse normalis6e uu = d q , / d s  ; w~wu = l .  La loi, pour  une part i -  
cule de masse de repos m e t  de charge 6lcetrique e s '6cri t  sous forme 

dw~ 
m d s  m F ~  w ~ w~ ~ e B ,  ~ w~ (1,3) 

Cette loi d6rive d 'un pr incipe  de va r i a t ion  61 = 0, of 1 I se com- 
pose de deux parties I = I ~  t + Ii~t. 

qtl qtS 

q" q~ 
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Sont  a varier lcs lignes d 'un ivers  q" =: q~(2) rel iant  l%v6nement  
q' /L q" (q' = (q~', qV, q3', q4,)). Bu, ct F ~  sont  les d6rivSes des 
potentiels ~b(x)  et g,~(x) 

B . . =  O x , ' - -  Ox" ; 1 ~ -  � 8 9  O J  ~ 0.~ ~ dx  a } 

5valuSes pour x" = q' .  

w 2.  La  m 6 c a n i q u e  n o u v e l l e .  

Nous d~signons les ddriv6es de qt. (2) par rappor t  au param~tre  

�9 dq~ Alors les 6quat ions fondamenta les  sont :  par qt' == d ~ "  

d2 

et, pour  4 .  = g .~/ l  

dzd O. ~ Og~ox. O~ Oa + eB..O" (2,2) 

Elles d6rivent  d ' u n  prineipe de var ia t ion  analogue g cclui du du w 1. 
IuL t a la forme ident ique g (1,4), mais 

A'" 1"" 

On v6rifie d ' abord  que la quan t i t 5  

~ . . . .  ~.  q,, (2,4) 

est une constante d'int4gration associ6e /t la l i t he  d 'univers .  Done, 
pour  a u t a n t  que cette eons tan te  est choisie positive (m 2 > 0), 
la l igne est une  succession de points  situ6s tempore l lement  les uns 
re la t ivement  aux  autres. A une  augmen ta t ion  d2 correspond alors 
une  var ia t ion  dq 4> 0 su ivan t  que ~4<> 0. I n t rodu i san t  le ds de 
la d6finition (1,1), on t rouve (m = + ~r 

ds = =t_ m d2 su ivan t  quc q4 > 0 (2,5) 

La subs t i tu t ion  de (2,5) en (2,1) donne l '~qua t ion  ident ique g celle 
d'EINSTEIN (1,3), mais area  les deux possibilit~s &* s4gne de e, soit 
les gquations d'EINSTEIN pour  la partieule (m, e) et pour  l'anti- 
part@ule (m, e). Notre th6orie eont ient  donc les deux charges 
d ' une  faqon abso lument  sym6tr ique.  
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NOUS 6 tud ions  alors  les 6qua t ions  d 6 c r i v a n t  la r6ue t ion  de  la 
par~ ieu le  sur  les champs .  

Ce s o n t  les 6qua t ions  de  g r a v i t a t i o n  G.~ = z T ~  e t  les 6qua-  
t i ons  de MAXWELL. P o u r  q u e  les p r emi6 re s  so ien t  poss ib les ,  il 
f a u t  d 6 m o n t r e r  l ' e x i s t e n c e  d ' u n  t e n s e u r  d ' 6 n e r g i e  i m p u l s i o n  T~,~ 
s a t i s f a i s a n t  

0 T .  ~ 
= 0 (%6) 

Ox~, 

en  v e r t u  de l ' 6 q u a t i o n  de m o u v e l n e n t  (2,1) e t  des 6 q u a t i o n s  de 
M A X W E L L  

O [ H .  ~] 0 [ J . ]  
- -  0 ~  y -- = 4 ~r [ J . ]  ; 0 x "  0 ( 2 , 7 )  

IN] = V II g [I, F es~ la  dens i t6  tensor ie l le  assoe i6e  h u n  t e n s e u r  F .  
II g I I e s t  le d 6 t e r m i n a n t  des gu," La  p r e m i e r e  6qua t ion  (2,7) dg- 
r i v e  d ' u n  p r i n e i p e  de v a r i a t i o n  i n v a r i a n t  

/ I f ~  = o 6 
a v e e  

1 0 ~  
2 . . . . .  = - -  16,~ B . ~  Bz~ ; H - "  = - - 8 ~  O B . ~  (2,9) 

Les f o n e t i o n s  r  s o n t  ~ va r i e r .  P o u r  d6f in i r  J ~  n o u s  i n t ro -  
du i sons  la  f o n c t i o n  singuli~re de  DIRAe [e (x)] ~) a y a n t  la  p rop r i6 t6  

~2 

s u i v a n t  que  le p o i n t  x"  = 0 es t  c o n t e n u  en s ou non.  Si nous  
a jougons  h s u n  ~ m a t  d6fini  p a r  

[ e ~ t ]  = � 8 9  gp~(x)( t" q" [ 0 ( x  q(2))] (2,11) 
--O9 

e t ,  si nous  d6f in issons  en [lint] le c o u r a n t  [Ju]  pa r  

+oo 

[ J " ( x ) ]  = e f d 2 q . [ e ( x  q(X))] (2,12) 

*) [ e ]  a e n  e f f e t  l e s  p r o p r i 6 t 6 s  d ' u n e  (( d e n s i t 6  t e n s o r i e l l e  )} s c M a i r e .  (d  x) a = 
= dx ~dx 2dx adx a. 
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les 6quat ions de la m6canique (2,1) ct (2,2) pa r t en t  du m6me 
principe (2,8) avec 

s = ~ . . . . . .  + s + 2i,~t (2,13) 

En plus, des fonctions ~ ( x ) ,  les fonctions qu(2) sont  s varier .  
La g randeur  

2 [ ~ - - 0  [2] ~ (2,14) 

sat isfai t  alors h (2,6). T~v est, en ve r tu  de l ' ind6pendance  de ~i.t 
des g~,~, la somme l ~ a ~  + ,~t- 7m~xw a la forme habi tuel lc  
du tenseur  d '6nergie- impulsion 61ectromagn6tique. La densit6 d '6ner-  

Tmaxw gie correspondante  a~ est done positive. I I e n  est de rn~me 
pour  

§  

[T~":d ~= f d ~  (~. q~ [~(x  q(2))] (2,~5) 
- - a o  

pour a u t a n t  que qa ~ 0. La g randeur  

w(t) = j f f  ( d ~ ) ~ [ T - - ( x ~ ,  ~ ,  x~, x '  t)] - • ~ '  = ,,.~" ('),~6) 
V 

~'gt, 

= + ~ / a - - I e ( t ) [ ~  s u i v a n t  que  q '  ~ 0 

est en effet t ou jour s  positive. Elle repr6sente l '6nergie totale port6e 
par la mati6re. L ' int6grale  est h prendre  sur un  volume spat ial  V 
e n t o u r a n t  la ligne d 'un ivers  ~ ] ' i n s t a n t  t. 

La charge totale  de la par t icule  r a n t ,  h ce m~me in s t an t :  

V 

su ivan t  que ~ a <  0 

Remarquons  ici une  diff6rence fondamenta le  entre la m6ea- 
n ique  habi tuel le  et la n6 t re :  la par t icule  habi tue l le  est earact6- 
ris6e par  d e u x  eons tan t e s  m e t  e. Pour  pr6dire la ligne d 'univere ,  
il suffit  de mesurer,  8 un  cer ta in  momen t  t -  qa, les trois coor- 
donn6es qi ct les trois eomposautes de sa vitesse v ~ ~q~/dq  "~. 
Dans  notre  mod61e, la part icule est  caract6ris6e par  une  seule  cons-  
tan te  e. Nous mesurons d 'abord,  comme dans la th6orie habi tuel le ,  

u n  certain m o m e n t  t -- qa, les trois coordonn6es q~ et, ~ u n  mo- 
m e n t  plus tard qa + 5qa(t~qa > 0), la posit ion qi + dql .  Ensui te ,  
dans une  exp6rience de d6flection, nous  observons son e / m ;  e 6rant  
donn6,  m 2 -- _ d q ~ d q ~  [ &~ ]-2 ddterminera  la va leur  absolue de 
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d),. Le s igne  de  d), est  d 6 t e r m i n 6  pa r  le s igne  de  e/m. De  c e t t e  man i~re  
les qu e t  les q~ son t  d6 t e rmin6s  p o u r  u n e - r  in i t i a l e  de  ~ (par  
cx.  2 -  0) e t  la  l igne d ' u n i v e r s  p e n t  ~tre  pr6di te  sous  sa fo rme  
x '~ q~(2) en r 6 s o l v a n t  l ' 6 q u a t i o n  d i f f6ren t ie l le  (2,1). 

w 3.  L a  product ion  de pa i re s  de par t i eu l e s  par  des  e h a m p s  non  
6 1 e c t r o m a g n 6 t i q u c s  cn  m 6 c a n i q u e  e la s s ique .  

Si l ' o n  a j o u t e  a u x  seconds  m e m b r e s  de (2,1) un  t e r l n e  Kf~(q) 
dfi A u n  c h a m p  K ' ( x ) ,  la  v a l e u r  de m 2 - - q . q ~  ne  res te  plus  
eons t an t e* ) .  Ce n o u v e a u  c h a m p  a d o n e  p o u r  e f fe t  de  change r  
(~ la masse  de  repos  ~ d e . l a  pa r t i cu le .  Si, en  pa r t i cu l i c r ,  on  a K~, - 
= O U/O z ~, la  g r a n d e u r  

R �89 U �89 = - -  = q . q  + U ( q )  ( 8 , 1 )  

j o u e r a  le r61e de constante d'intdgration. L a  fig. 1 i l lus t re  l ' e x e m p l e  
off seule la c o m p o s a n t e  K 4 diff~re de z6ro darts t ' i n t e r v a l l e  t 2 - - t a  
a v e e  U ( t  > t2) 0 e t  U ( t  < t ~ ) -  cons t=~0 .  

La  c o u r b e  A m o n t r e  un  c h a n g e m e n t  de la m a s s e  de repos  
de la  p a r t i c u l e ,  a e c o m p a g n 6  d ' u n e  aec616rat ion.  Si le c h a m p  K 4 
es t  p lus  fo r t ,  la l i gh t  se d6 fo rme  en la  f o r i n t  B.  Si le c h a m p  est  
de  s igne oppos6,  nous  t r o u v e r o n s  des l ignes  du t y p e  C. D a n s  les 
r6gions off le c h a m p  K~ d i s p a r a l t  et  off U res te  c o n s t a n t ,  los l ignes 
B e t  C r e p r 6 s e n t c n t ,  cn  v e r t u  de (3.1), des pai res  de  pa r t i cu l e s  
de m ~ m e  m a s s e  m, ma i s ,  c o m m e  le d 6 m o n t r c  (2.17), de  charges  
oppos6es.  U n  c h a m p  K~" d ' o r d r e  plus g6n6ra l ,  cr6era des  pa r t i cu le s  
de charges  oppos6es  ma i s  de  masses  d i f f6 ren tes .  La  th6or ie ,  com-  
pl6t6e p a r  ce n o u v e a u  c h a m p  K ", g a r d e  n a t u r e l l e m e n t  son i nva -  
f i ance  r e l a t i v i s t e .  Mais el le m o n t r e  des ph6nombnes  q u i  s e m b l e n t  
6tre  contraires g nos conceptions de causalitd. P o u r  d 6 m o n t r e r  ceci,  
cons id6rons  la  l igne  B de la  fig. 1: U n e  m e s u r e  de q" e t  q ,  p o u r  
2 -  0 a 6t6 fa i te ,  s u i v a n t  les i nd i ca t i ons  /~ la f in du  w 2. Ce t te  
m e s u r e  es t  m a r q u 6 e  c o m m e  l ' 6 v 6 n e m e n t  (1) dans  la  f ig .  1. E n -  
sui te ,  je  p rodu i s ,  au  m o m e n t  t l ,  le c h a m p  K 4 p e n d a n t  l ' i n t e r v a l l e  
te q .  L a  l igne  d ' u n i v e r s ,  que  je p e u x  p r6d i r e  on me  b a s a n t  sur  les 
r6su l t a t s  de  la  m e s u r e  (1) e t  sur  m a  eonna i s sanee  de  l ' i n t ens i t 6  
du c h a m p  p r o d u i t ,  es t  du  t y p e  A ou B.  Si ellc es t  du  t y p e  B,  
je  sais q u e ,  p o u r  t < ta, il y a t o u j o u r s  exis t6  u n e  antipart icule  
te l le  q u ' e l l e  r e n e o n t r e r a ,  '~ l ' i n s t a n t  t ~ 0, la p a r t i c u l e  observde  
p o u r  s ' a n n i h i l e r  a v e e  elle.  Ces p r6v is ions  me  s e m b l e n t  ~trc con-  
t ra i res  's nos  no t ions  de  causa l i t6 .  R e m a r q u o n s  enfin q u e  les pa r t i -  

*) Voir l'dq. (2) de I. 
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eules peuven t  a t t e indre  des vitesses sup6rieures A celle de la lu- 
mi t re .  Par  une  t r ans fo rmat ion  de LOaENTZ, on v4rifie que ce 
dernier  ph6nom~ne n 'es t  q u ' u n e  description a l te rnat ive  de eette 
m~me s6rie d%v6nements .  

Ccs considdrat ions d 'ordre  causa] nous semblent  ainsi  inter-  
dire l 'existence de tels champs.  

w 4. Forme canonique.  

L'6qua t ion  de m o u v e m e n t  sans le champ K~ (2,1) dSrive d ' un  
pr ineipe d'ttAMInTON d f d ~ . L  0 avee 

L - ~ ( t .q"  ~ e~, . (q) ( t"  (4,1) 

Nous in t roduisons  les variables eonjuguges p~, OL/Ogl~ -- Or, + e r 
et  ddfinissons l ' ha in i l ton ienne  par  

u ( p ,  q) =: - L + P , ( 7 "  = -~ ~ , ,  ~ "  
avee (4,2) 

:%, (p, q) -- p,, e ~ .  (q) 

La d~finit ion habi tuel le  des parenthgses de POlSSON {F,  (I} 
(OF/O p . )  (0 G/O q~') - -  (0F/0 qu) (0 G/O p~.) fourn i t  les relations 

( z . ,  ~ .}  = - -  e B.~ (q) ; {~,~, [ (q)} O//Oqr' (4,3) 

La loi de m o u v e m e n t  

~r = { n ,  F} (4,4) 

permet  d'6erire (2,1) sous forme eanonique 

Og~ (4,5) 

L 'hami l ton ienne  elle-m~me est une  eons tante  d ' in t6gra t ion  et dd- 
f in i t  la masse:  2/~ - -  me. Le signe de z~ 4 :- ~ 4 d6termine le signe 
de la charge. 

w 5. La quantification formelle. 

En analogie parfai te avee la th6orie de SGttROEDINGER, nOUS 
in t roduisons  une  ampl i tude  de probabi l i t6  sealaire et eomplexe 

~(q~, q~, q~, q' ,  2) = ~,(q, 2) (5,1) 
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sa t i s f a i san t  ~ l ' 6 q u a t i o n  
h 0yJ 

R ( p , q ) ~  ] 02 -- hJ~' (5,2) 

p~ = --jhO/c)q~' est  l ' op6ra teu r  de d i f f6 ren t ia t ion .  D ' u n  op6ra teur  
he rmi t6 ique  F (5o, q) op6ran t  sur  ~p et  d6fini  p a r  u n e  s6rie de puis-  
sances  en p~ et  q~, on forme l ' e sp6rance  m a t h 6 m a t i q u c  

est  normal is6  ~ (~2, W) = 1. 

On v6rffie q u e / ~  = 0 F ( 2 ) / 0 2  est  l ' e sp6rance  m a t h 6 m a t i q u e  
d ' u n  op~ra teur  F d6fini  pa r  le c o m m u t a t e u r  ([.4, B] = A B - -  B A )  : 

F = ~ [~, F] = {R ,  F }  (5,4) 

La dernibre  6gafit6 su i t  des lois de c o m m u t a t i o n  de p .  et  q..  Elle  
assure  la cor respondance  en t re  l~ m6can ique  c]assique et q u a n t i q u o  
(cf. 6q. (4.4)). 

Nous  nous  l imi tons  au  cas o1:1 les g~, s o n t  des cons t an t e s  avec  
- I I g[] = 1. La  difference en t r e  [ F ] e t  F d i spa ra l t .  La  fonc t ion  
s ingul ibre  e ( x -  q), d6finie p a r  la  ] imite d ' u n e  s~rie de pu issances  
cn q ' ,  pe rme t  alors  de d6finir  les op~ra teurs  

c 
Z-(x)  = ~ (~"e(~ q) + e(x  q ) ~ , )  (5,5) 

et 

- -  �89 g"~ (~:, e(x - -  q) :~' R e (x - -  q) e (x - -  q) R)  (5,6 7 

Leurs  espTrances m a t h T m a t i q u e s  S~(x ;  2) e t  Z , ~ ( x , 2 )  form6es 
pal '  des in t6gra t ions  (5,3) d 6 p c n d e n t  de 2. On c n f o r m e  les esp6- 
rances  m a t h 6 m a t i q u e s  i n d 6 p e n d a n t e s  de 2 :  

+ c o  

3. (~) = f d~ Z.(x, ~) (5,v) 
+co 

~"" = f d ~  ]--(x,~) 
qu i  sa t i s fon t  au x  6qua t ions :  

o~.(x) 
0 x '~ = 0 (5,9) 

o T&~(.~.) - ~ ( B , ~  ;L (~) + 3~ (~..) r~,, ,') (5,10) 
0 x  ~ 
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Les d6finitions (5,7) ct (5,8), ainsi que les lois (5,9) et (5,10) mont ren t  
leur correspondance avee les grandeurs  elassiques (2,12) (densit~ 
du eourant  61eetrique) et  (2,15) (tenseur d'~nergie-impulsion)*). 

Remarquons  enfin que l 'esp6rance math~mat ique  de la den- 
sit6 de charge 

j 4  (x) = 34 (~,  t) = [ d J ~  
h 

c~ 
-t co 

e~@4(~, t)fd~l ~ ( ~ ,  t, ;~) I ~ (5,~ 1) 
--ac 

peut  ~tre positive ou n~gative. Elle est p a r t ou t  positive si ~ (~, T, 2) = 
u(~ ,2 )e -S  ~~ avee ~o ~ 0 et si l'((~nergie totalc~ h~o est par tou t  
plus grande que l'((6nergie potentielle>~ e C b4. 

L'esp~ranee math6mat lquc  de la densit~ d%nergie mat6rielle 
peut  5tre expriin6e par  

+co 4-cc 4 

" ~ : f a ~  = ~ v ( ~  t,  f ~ , ~ ] ~ e ~ ( ~ , t )  ( 5 , 1 2 )  mm~(~ , t )  ~ I , ~)1~ I ~ j - -  

~ ( q )  =: F~(~, qa) est le coefficient de FOV~IER darts la s4rie 

f ~ ( q ,  x) - V 2  ~ . ~ ~ ( q ) e  s~" 

*) L a  r e l a t i o n  c l a s s i q u e  0 T,a~/Ox ~ =  0 i m p l i q u e  c a  e f f e t  q u e  

0 T~m~t.lO x ~ ~ - 0 T~m~xw l9  x "  : B " "  J , , ( x ) .  

Les re la t ions  (5,9) ot (5,10) se d ~ m o n t r e n t  de la  man i~ re  su ivant .  On  a d '~bord  (a) : 

0 x~ 
S i  l ' e sp~r~nce  m a t h ~ m a t i q u e  d e  o d i s p a r ~ i t  p o u r  2. ~ ~:  co (ce q u i  e s t  le  cas p o u r  
t o u t  ~ v d n e m e n t  f i n i )  (5,9) s u i t  i m m 4 d i a t e m e n t .  P o u r  d ~ m o n t r e r  (5,6) o n  d ~ c o m p o s e  

A ~ cn  d e u x  t e r n l e s  
A ~ = Ao ~ @ A~ ~ (b)  

D, vec  
e A~  ~ =  ~ (~"  S ~ + S ~ ' )  
h ~ 0~ O 

A ~v 

L a  d i v e r g e n c e  0 A~ ~ /0  x~ = 0 d i s p a r a l t  i d e n t i q u e m e n t ,  t a n d i s q u e  e n  v e r t u  de  (a) 

0 x u 

L ' i n t ~ g r a t i o n  p ~ r t i e l l e  des  e s p ~ r n c e s  n i a t h ~ l n ~ t i q u e s  f o u r n i t  (5,10),  si  on  se s e r t  

de  l a  r e l a t i o n  
.. B .~,). 
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F o u r  a u t a n t  que  le p a q u e t  d ' ondes  V e s t  compos6  e s s e n t i e l l e m e n t  
~gt 2 

d 'ondes  c o r r e s p o n d a n t  s des va leu r s  p ropres  de R = fl = - -  ~ -  < 0, 

c ' e s t - s  ~ des , masses  r6elles ,, l ' e sp6rance  m a t h 6 m a t i q u e  de 
la  dens i t6  d '6nerg ie  es t  p a r t o u t  pos i t i ve .  

N o u s  avons  a ins i  d 6 m o n t r 6  que  la  th6or ie  quan t i f i6e  p e r m e t  
d ' 6 v a l u e r  les esp6rances  m a t h 6 m a t i q u e s  de g r a n d e u r s  p h y s i q u e s  
associ6es s la p a r t i c u l e  pa r  ex.  leur  charge  e t  l eur  6nergie. On 
ne t r o u v e r a  que  des pa r t i cu les  ~ dnergie positive, mais ,  en g6n6ral ,  
des deux charges =t= e. Au p a r a g r a p h e  su ivan t ,  nous  6 tudierons  un  
eas pa r t i cu l i e r ,  qu i  p e r m e t t r a  une  i n t e r p r 6 t a t i o n  p robab i l i s t e  des 
r6su l ta t s  formels  de ce p a r a g r a p h e .  

w 6.  Produetion de paires de partieules (m, e) et (m, - - e )  

par  u n  c h a m p  61eetrique en  m 6 e a n i q u e  q u a n t i q u e .  

N o u s  vou lons  d 6 m o n t r e r  q u ' u n  ph6nom~ne ,  tr~s ana logue  au  
p h 6 n o m 6 n e  classique de p roduc t i on  de paires ,  6 tudi6 au  w 3, a p p a -  
r a l t r a  cn  th6orie  q u a n t i q u e ,  s a n s  q u ' o n  i n t rodu i s e  un  n o u v e a u  
c h a m p .  P o u r  p o u v o i r  i n t e r p r 6 t c r  les r6su l ta t s  du  w 5, nous  devons  
d ' a b o r d  pr6eiser  ce que  noun a p p e l l o n s  une  m e s u r e  en th6or ie  
q u a n t i q u e ;  la mesure  c lass ique a 6t6 expos6e au  w 2. 

D a n s  une  r6gion d ' e s p a c e - t e m p s ,  oh  il n ' y  a pas  de c h a m p  
61ec t romagn6t ique ,  les mesures  de q-  e t  de ~u = z~u p e n v e n t  6tre 
fa i tes  a v e c  la seule l i m i t e  de pr6e is ion  

A q- zl o "  >~ h .  (6,1) 

Lc r 6 s u l t a t  de ]a m c s u r e  cor respond ,  c o m m e  dans  ] c c a s  e lass ique,  
an  r 6 s u l t a t  t r ouv6  p o u r  2 = 0. I1 es t  repr6sen t6  p a r  un  p a q u e t  
d ' ondes  +co 

~ ( q , O ) : ~ v ( ~ , ~ , O ) = ( 2 ~ r )  2 / f / ( d k ) S / d , o e i ( ' i ; - ~ ) ~ v ~ , @  (6,2) 

o.N'ec 
-1-co 

- - 0 0  

~o ne  diff~re de zdro qne  dans  un p e t i t  v o l u m e  q u a d r i d i m e n s i o n n e l  
entourn ,n t  le po in t  q~ (c 'est  le p a q u e t  (~vl) en fig. 2). De m~me,  
~v(]c, e~) ne  diffbre de z6ro que  dans  un  pe t i t  v o l u m e  de l ' e space  
impul s ion-6nerg ie  a u t o u r  de k = ko e t  ~o = m o (~o o < 0 en fig. 9,). 
Ceci co r re spond  en e f fe t  ~ u n  p a q u e t  ~v d o n n a n t  des esp6rances  

m a t h 6 m a t i q u e s  ~ .  ~ q?, ~ .  = (~,  ~4) ~ h(~o ' O~o) a v e c  des ineer t i -  
tudcs  e o r r e s p o n d a n t  8 (6,1), qui  r ep r6sen te  un  dlectron ndgati[ si 
co0 < 0. 

3 
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La fonetion ~ (q, 0) 6rant  ainsi  trouv6e par  une  premiere ob- 
servat ion,  la fonction ~0(q, Z) peu t  ~tre d6termin6e pour t ou t  2 
en r6solvant  l '6quat ion  de SCHROEDINGnR (5,2) ( l '6volution spatio-  
temporel le  des champs ~bu(x ) 6 t an t  connue).  Ensui te ,  les csp4- 
rances math6mat iques  des grandeurs  physiques (par  ex. j 4 ( ~ ,  t)) 
peuven t  ~tre pr6dites.  

Regardons de plus pros l ' exemple  illustr4 par  la fig. 2. C'est  
un  champ 61ectrique E homog~ne ~ composantes  E 1 = Bla 
= - -  0 q~l(t) /Ot,  E 2 ~ E 3 ~ O, qui n 'ex is te  que p e n d a n t  l ' i n s t an t  (~t. 
Dans la l imite O t = 0 ce champ peu t  ~tre d6crit par  le potent ie l  
d i scon t inu :  q~ = q~a ~ q~4 ~ 0; ~1 ~ h~,/e pour t ~ 0, q~l = 0 pour  
t ~ 0. Los fonctions 

1 #(~q . . . .  P~')+A# (~q+~'~-~') . . . p o u r  v = q 4 > 0  (6,4) 
u~. ,~(q,  2) = B#( .~d  . . . . .  ~a) . . . p o u r  T=q 4 < 0  

= �9 ] / l ~  I ~ + 2 h - ~  ; ~-- • 1 / q ~ , ) ~ + ( k ~ ) ~ + ( k ~ ) ' + 2  (,0 h - l  fl (6,5) 

( ~ - - ~  2 O) CO 
A(k (o) :  ; B(k, o,) . . . .  > 0 (6,6) 

sat is font  & (5,2). La somme 
+r 

~0(q, 

= ~)1 -~ ~]).4 -~- ~0~ (6,7) 

est la solut ion de (5,2) avec les condit ions init iales cor respondant  
la mesure ~(q, 0) ~ ~.(6 ,7)  repr6sente u n  paque t  d 'ondes qui  

sui t  (~ une  certaine dispersion pr6s) le rayon  spat iotemporel  en 
fig. 2. Au ~( m o m e n t  ~) ~ ~ A~, une  par t ie  du paque t  (y~) est r6- 
fl6chi. Son intensi t6  v a u t  (pour 2 >~ A~) 

f f f f ( d  q) �9 I ~ I ~ = w ~  = ~ ~ A (~o,  O~o)~ (6,S ~) 
Une au~re part ie sui t  le r ayon  r~fract6 avec l ' in tens i t~  (pour 2 ~ A~) 

d ~ ' w o 

d ~ o / d v  = v/eo e t  (6,6) m o n t r e n t  que 

W a + W ~ =  1;  W a , W  B ~ 0  (6,9) 

Passons ~ l ' 6va lua t ion  de l 'esp6rance ma th6mat ique  de la 
charge 61ectrique eontenue  dans u n  volume spat ia l  en tou ran t  les 
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r ayons  (les l ignes  d ' u n i v e r s  de fig. 2) e t  d ' u n e  d i m e n s i o n  g r a n d e  
p a r  r a p p o r t  ~ la  d i m e n s i o n  spa t ia le  des  p a q u e t s  ~ol, ~A et  ~0B, 
mais  p e t i t e  p a r  r a p p o r t  a u x  d i s tances  e n t r e  les r a y o n s  ~o a e t  ~o a.  
On t r o u v e r a  les va l eu r s  s u i v a n t e s :  

e a ,  l ' e sp~rance  m a t h 6 m a t i q u e  de la  cha rge  ~ lec t r ique  qu i  sui t  
la  l igne d ' u n i v e r s  ~o 1 v a u t  (pour  t o u t  t >~ 0) e l  = - -  e.  

e B ,  l ' e sp4 rance  m a t h 6 m a t i q u e  de la c h a r g e  t o t a l e  qu l  su i t  la l lgnc 
d ' u n i v e r s  ~PB, v a u t  (pour  t o u t  t ~ O) eB  = -  eWB.  

eA,  l ' e sp~rance  m a t h ~ m a t i q u e  de la  cha rge  t o t a l e  q u i  su i t  la  
l igne d ' u n i v e r s  ~0a, v a u t  (pour  t o u t  t ~  0) eA = + e W e .  

N a t u r e l l e m e n t ,  l ' e sp~rance  m a t h ~ m a t i q u e  de la  c h a r g e  t o t a l e  
p o u r  t < 0 e s t  4gale ~ eel le  p o u r  t > 0. I , ' i d e n t l t 6  (6,9) n ' e s t  pas  
a u t r e  chose  que  

e l  + eA -- - -  e + e WA --- e ~V~ =- e B  (6,10) 
/ 

L ' i n t e r p r S t a t i o n  p h y s i q u e  semble  ~tre la  s u i v a n t e :  
1 ~ I ~o[2(dq) a -  d W  es t  la  p r o b a b i l i t 6  que  l a  p a r t i c u l e  se 

t r o u v e ,  au  (~moment ~)), dans  le v o l u m e  s p a t i o t e m p o r e l  (dq)L I1 en 
e s t  de m ~ m e  p o u r  I~0 IU(dk)ado) dans l ' e s p a c e  d ' i m p u l s i o n - b n e r g i e .  

.2 0 N o t r e  premiere mesure est  ex6cu t6e  p o u r  une  v a l e u r  d~ter-  
min6c  de ~ ( 2 -  0). T o u t e  a u t r e  mesu re ,  que  nous  p r o p o s o n s  de 
faire  u ] t 4 r i e u r e m e n t ,  ne  p e u t  ~ v i d e m m e n t  pas  8tre assoei6e ~ une  
v a l e u r  b i en  d~finie de ~. C ' e s t  l~ u n e  d i f f6rence  essen t ie l le  en t re  
la th6or ie  e]assique e t  la  th6or ie  quan t i f i 6e .  

3 o Des  mesures  de g r a n d e u r s  p h y s i q u e s  ( p a r  ex.  dens i t6  de  
c o u r a n t  J "  (~,  t), dens i t6  d '6nerg ie  T~ ~(~,  t)) fa i tes  ~t u n  end ro i t  
au  t e m p s  t n e  d 6 p e n d e n t  pas  de ~ en th~or ie  c lass ique .  Les espY- 
fauces  m a t h 6 m a t i q u e s  J~  e t  T ~ ( ~ ,  t) du  w 5 e x p r i m e n t  donc  les 
esp~rances  m a t h ~ m a t i q u e s  cor res loondant  h des m e s u r e s  de ces 
g r a n d e u r s  p h y s i q u e s .  

Ceci m o n t r e  que  dans  n o t r e  p rob l~me ,  il y a u n e  p robab i l i t 4  
W A de t r o u v c r  un  ~leetron positi/ sur  n ' i m p o r t e  que l  p o i n t  (ou 
p l u t S t  n ' i m p o r t e  quel le  r~gion) de la  l ignc  d ' u n i v e r s  Y~A e t  une  
p robab i l i t~  W ~  de t r o u v e r  un  ~lectron n4ga t i f  sur  la  l igne ~o~. 
A u t r e m e n t  di t ,  n o t r e  th6or ie  f ou rn i t  une  p robab i l i t~  WA que  l%lec- 
t ron  n~ga t i f  a c t u e ] l e m e n t  observ~  p o u r  2 -- 0 (Yh) soi t  le p a r t e n a i r e  

d ' u n e  pa i r e  (y~ et  ~OA) c r ~ e  ~ l ' i n s t a n t  t -  0 p a r  ]e c h a m p  
e t  une  p r o b a b i l i t 6  W~ = 1 WA que  l ' ~ l ee t ron  n~ga t i f  obse rv4  air  

d~js  ex is t6  a u  pass~ (t < 0) e t  air  5t~ aee~16r4 p a r  le  c h a m p  ~? 
"s l ' i n s t a n t  t = 0. 

Ce t te  i n t e r p r d t a t i o n  n ' e s t  pas  opposb~e ~ nos n o t i o n s  de 
causali tY. WA n ' e s t  a u t r e  chose  que  la probabilitd, que le champ 
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consider4 air p r o d u i t e  une  pa i re  de par t icu les  qui  suivent  les t rajec-  
toires ~Pl et Y~A- Le r6sulCat num6r ique  correspond A celui de PAULI 
et WEISSKOPF a)s). L 'exemple contraire (( j 'observe  un  61ectron posi- 
tif ~t uu  i n s t a n t  t ~ 0 ~) est d6jh u n  peu plus d61icat. (Pour son illu- 
s t ra t ion ,  on a qu 'h  changer le signe de l 'axe t e n  fig. 2). I1 y a 
alors une probabi l i t6  l ~  que l '6leetron posit if  observ6 pour  t ~ 0 
s 'an6ant isse  sous l ' influence du champ ~ s l ' i n s t an t  t = 0, avec 
u n  par tenaire  YJA et la probabi l i t6  W B -- 1 - - W  A que l '~leetron 
observ6 cont inue  d 'exister  pour  t ~ 0 et poursuive un  m o u v e m e n t  
aec616r6 ~ l ' i n s t a n t  t = 0 par  ce champ /~. Ce second exemple 
rappelle un pcu l 'exemple du w 3, off l ' observa t ion  d 'une  par t i -  
cule (1) (ligne B e n  fig. 1) et  l 'existence d ' u n  champ Ks  ~ une 
p6riode future  ~ l 'observat ion (1) n6eessitait  l 'existenee d ' une  ant i -  
part icule,  qui poursui t  un  chemin bien d6fini pour tou t  t < 0. 
E n  offer, l 'excmplc quan t ique  ci-dessus impl ique  une probabi l i t4  
bien d6finie (esp6ranee math6rnat ique  7x -- e I4zx) qu 'une  ant i -  
par t i cu le  existai t  au temps t % 0. Oct effet n ' e s t  autre  chose que la 
f l u c t u a t i o n  de la densit6 de charge duns la th6orie du chump 
quantif i6.  

w 7. C o n c l u s i o n s .  

I1 cat possible d%tablir  unc  m6eanique classique covar iante  
par  rappor t  aux  t ransformat ions  de la thb~orie de relat ivi t5 g6n6- 
tale,  qui ne fair pas in te rven i r  la racine carr6e ds = 1 / -  ~ "  d2. 
Ses r6sultats sont  identiques /~ eeux de la m6canique habi tuel le ,  
pour  a u t a n t  que l 'on  ne fair pas in te rveni r  de nouveau  champs 
(w 3). La quant i f ica t ion  de la th6orie i n t rodu i t  u n e  densit~ de pro- 
babi l i t6  quadr idimensionnel le  et i nva r i an te  I~P I ~ normMis6e /~ 

f f f fifo I~(dq)" = 1.  U n e  in te rprg ta t ion  physique est possible 
(w 6) ct fair prdvoir la product ion  de paires de particules. La diffi- 
cu!tb~ de la th6or ie  de DInAc (6nergies ndgatives) ne se prSsente pas, 
la racine carr6e 6rant  61imin6e. 

La r6action des part icules sur le champ a 6t6 6tudi6e, elle 
aussi, et fera l ' ob je t  d 'une  publ ica t ion  ult6rieure.  Elle n ' e s t  pos- 
sible en thdorie quantif i6e qn ' en  su ivan t  les m6thodes de WE~TZEL r 
et  de DIRACS). Une difficult6 d ' in te rp r6 ta t ion  physique appara i t  
ators: Si le champ produi t  par  la part ieule (m, e) est le c h a m p  
retard~ habi tue l  d ' u n e  charge e, eelui de l ' an t ipar t i eu le (m,  - - e )  est 
le c h a m p  avanc4 d ' u n e  charge - -  ( - -  e) -- e. Les deux champs ont  
p o u r t a n t  le m~me effet de s 

I n s t i t u t  de Phys ique  de l 'Univers i t6  de Gengve. 
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AVOID ING DIVERGENCE DIFFI- 
CULTIES IN Q U A N T U M  THEORY 

By PROF, I:. C. G. STUECKELBERG 
University of Geneva 

T H E  classical  theory  of  a po in t  charge  a n d  the  
q u a n t u m  theory  o f  w a v e  packe t s  con ta in  in 

the i r  usual  form wel l -known divergences.  D i r a c  ~ has  
e labora ted  a c lass ical  pa r t i c l e  theory  wh ich  avoids  
these difficulties, b u t  his  resul ts  canno t  as  ye t  be 
appl ied  to quan tum th0ory.  On the  o the r  hand ,  
Heisenberg  ~ has  recent ly  proposed ~ new fo rma l i sm 
which pe rmi t s  t h e  c~lcu]ation of  coll ision cress-sectlons 
in quan tum theory  w i t h o u t  b~ing d i s tu rbed  by 
d ive rg ing  t e rms .  However ,  no c~)maeoting l i n k  such 
as t h e  correspondence pr inc ip le  has  been g iven  in 
order to a p p l y  th i s  q u a n t u m  fo rma l i sm  to a g iven  
problem such as  R u t h e r f o r d  sca t te r ing ,  Compton  
effect or  r a d i a t i o n  damping .  

Di rac ' s  theory  being well  known,  we con ten t  our-  
solves wi th  reca l l ing  br ief ly  t h e  genera l  idea  of  
Heisenberg's desecipt ion of coll ision phenomena .  I f  
no reac t ion  be tween  l ~ r t i c l e s  t akes  place,  t he  be- 
hav iour  of  t he  sys tem of par t ic les  can  be descr ibed 
by a p lane  w a v e  in conf igura t ion  space WP). Such a 
wave  can  a lways  be decomposed into a n  incoming  
tF( ' - )  mad an  ou tgoing  tF(~ spher ical  wave.  / f  
react ions t~ke place,  the  number  o fp~r t i c l e s  sca t te red  
in a g iven  d i rec t ion  (as observed by  an  observer  a t  
infirdte d i s tance  f rom the  coll ision region)  is  deter-  
mined by a c h a n g e  o f  phase  in  t h e  ou tgoing  wave.  
This  effect is descr ibed b y  a u n i t a r y  phase  ope ra to r  
~-in de t e rmin ing  the  ~rue outgoing spher ica l  w a v e  
tF(+) ~ e-in'F(*+) a t  inf ini ty .  The  ope ra to r  ~ m u s t  
Do H e r m i t i c  a n d  ro la t iv i s t ica l ly  i nva r i sn t .  Apply ing  

the me thod  to quan t l zed  fields u(x , t ) ,  ]~eisonberg 
disc~sses the  effects due to % va lues  of  t h e  form 

, = , fa*f(dx)' u ( ~ , , ) "  

I f  u is wr i t t en  as  a series 
u ~ Z (2V/r -�89 (ak oxp (~ (l~, w) ) -F ak* exp  (--i(lr ) 

with (k, x) = ( k , ~ ) - - l ~ t ,  k '  > 0, t h e  ope ra to r  
has to be oheson so t h a t  a l l  t he  a* 's  s t and  lef t  o f  
all t he  a ' s .  T h i s  r~llo is  ' i nva r i an t  and  p reven t s  
s /ngular/ t ies  f rom occurr ing.  T h e  space- t ime  in tegra l  
guarantees  the  inva r i ance  of  t h e  fo rma l i sm a n d  
implies the  usual  co~.servabion laws  of  energy (k*) 

and m o m e n t u m  k*. L'~ro descr ip t ion  for f ini te  d is tances  
is possible in  th i s  theory .  

We h a v e  succecded in connect ing t h e  usua l  quan-  
tum theory  t o  the  He i senberg  formal ism,  a n d  the  
result is b u t  the  logical  t r ans l a t i on  o f  D i r ac ' s  classical  
theory into q u a n t u m  language .  Our  me thod  wil l  
beet be ~mderstood in t h e  fol lowing e x a m p l e :  

Let u(x) = ~ (x,,t) be ~ field of  m a t t e r  (part icles)  
the wave  packe t s  of  w h i c h  follow t h e  same wor ld -  
lines x-  = q~(X)as the  par t ic les  do. 7 d ' m ~  = ~O~/Oq~ 
is the  dif ferent ia l  equa t ion  of  t he  corresponding 

part icles i n  a g iven  field of  force ~ (~,t) ,  
(rq - -  (m'  - ~ m ~ ) ) u  = 0 (1) 

is the  w a v e  equa t ion .  The  reac t ion  on the  field ~ is 
described by  
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([-~, --• ~ -- p; P = ~mu~; (or = 

~fax ~(x - q(x) ) ) (2) 
I n  q u a n t u m  theory  we t r e a t  bo th  u and  r as  

opera tors ,  developing t h e m  into series wi th  ak*, ak 
(tbr u)  and  bu*, b,  (for r Thus,  t h e  expl ic i t  t i m e  
dependence of u and ? i s  g iven  by  (V1 - -  m*)u = 
( [ ] -  x~)9 = 0, whi le  t he  t rue  t ime  de r iva t ive  
follows f rom a canonical  fo rmal i sm 

0 ( ;~ )  + ~o [~(,), ~ ( ; , ) ] ,  

This  expression (3) and  the  exp l ic i t  t i m e  dependence 
o f  t h e  opera tors  a re  equ iva len t  to ( l )  and  (2). I n  
o rder  to app ly  our  theo ry  to an  ac tua l  problem,  we 
have  to  express the  Schr6dinger  p robab i l i t y  ampl i -  
t ude  W (t) in t e rms  of  t h e - p r o b a b i l i t y  a m p l i t u d e  
tF ( - - T )  a t  a t i m e  t = - - T  before t h e  coll isions 
have  occurred ( l lm T = co). Q u a n t u m  theory  pro-  
cecds a s  follows : t he  Schr6d inger  d i f ferent ia l  
equa t ion  

~tF(t) 
~t = - -  i v  H( t )  tF (t) (4) 

is solved by successive app rox ima t ions  in z. W e  
t ry ,  however ,  t he  solution 

'F(t) = e ~(0 ~ ( - -  q,). (5) 

Subs t i t u t ed  into (4), i t  leads to the  in tegra l  equa t ion  
(a~lat=~) 

- - iH(t )  = ~(t) if- ~ [a, d] -r  3i  [~r d] ] + " " " (6) 

I n  o rder  to ob t a in  a so lu t ion  fo r  t he  unknown 
opera to r  ca(t) ( ~ ( - - T ) ~  0), we develop r in t he  
fol lowing series r = cu(') + e'cd') + r 4- . . . 

The  first t e rms  are  

r = --  i~H(t) 

~ (7) 

etc. fntegratulg from - - T  to t aml app]ying the 
usual  c o m m u t a t i o n  rules  ( [~(x) ,  u(y) ] = iD(x -- y} ), 
t he  f irst  t e rms  a re  

t 

- T  

- - T  

t 

--T 

--T 

ret(~ / (~) is t he  r e t a r d e d  po ten t ia l  0 f a  charge  dens i ty  
p in  (2), opor (p) is ano the r  more  compl ica ted  in tegra l  
operator .  A f t o r d e v e l e p i n g u a n d ~ i n t e r m s o f t h e a , a *  
and  b,b* operators ,  we can, as  d id  Hoisenberg,  in ter-  
change  t h e i r  order  so as  to have  al l  a*,b* lef t  of  t he  

�9 1944 Nature Publishing Group 
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a,b. This  change corresponds to  a n  i n v a r i a n t  sub- 
t r a c t i on  o f  M1 d ive rg ing  t e rms  ; t he  t e r m  a*k*ak, a *k' a~ 
in u~ ' l  cont r ibu tes  to t h e  ~Coulomb' self-energy of  t he  
u-par~ielea. T h e  o ther  t e rms  of  ~na(n) eorreapond to 
the  transltion-lYeobabill t ies for  collisions in wh ich  
n + 2 par t ic les  t a k e  p a r t  ( in the  sense o f  chemiea~ 
react ions) .  F o r  example ,  r con ta ins  the  t e r m  
a*ld,,a*L~,aFalt, where  two par t ic les  w i t h  t h e  momen ta  
k and  k '  d i sappea r  a n d  two par t ic les  o f  moment~  k"  
and  k "  are created.  Th i s  is R u t h e r f o r d  sca t t e r ing  
( i f  r is t l l~ e loetromagrmtie  field) and e=~(*)O contahL~ 
the  Compton effec~ (a*k'b*#akb~), where  a ~-quanturu  
o f  m o m e n t u m  ~ collides w i t h  a u - ~ r t i c l o  of  momen-  
t u m  k. T h e  t e rms  in r con ta in  the  Bremstrah~ung 
(a*~',,a*y, b*aavak), whore, in add i t ion  to the  
Ru the r fo rd  sca t ter ing ,  a ~-quantlma is c rea ted .  

P u t t i n g  t = + T a n d  pass ing  to T - ~  co, our  
theory  t~ke,u the  I-Iois~nberg form.  I-[owever, we 
h a v e  urmmbiguously  de te rmined  the  I Io rmi t i c  t t e i sen-  
borg opera to r  W = ice(e0)  and,  fu r the rmore ,  for  a n y  
g iven  t, we  can  descr ibe the  q u a n t u m  mechan ica l  
s t a t e  of  t h e  sys tem.  

We can  a r b i t r a r i l y  change  t h e  numer ica l  coeffleien~s 
of  each ind iv idua l  $no~(n) (or of  t h e i r  i n v a r i a n t  pa r t s )  
w i thou t  des t roying the  conserva t ion  laws or  t h e  
invar iance .  F o r  example ,  a t heo ry  which  conta ins  
only ~ = r  a n d  no th ing  else shows R u t h e r f o r d  
sca t t e r ing  bu t  no r a d i a t i o n  effects (no Compton  ~i'feot 
and  no Bren~t:rahlmng, etc.) .  B u t  such a ~heory is 
possible  e~en classical ly.  Consider  a sys tem o f  
par t ic les ,  where  t h e  force ac t ing  upon  a n y  one o f  
~bem is t h e  Inea~ va lue  be tween  t h e  advanced  and  
* ~ a r d e d  effect o f  a l l  o ther  par t ic les .  Such a t heo ry  
is i n v a r i a n t  ~n<t conserves energy and momentum, 
but it is not eonformal to our causal representation 
o f  phenomena.  T h e  ~ m o  acausaI  behav iour  is con- 
f i n e d  in the  q u a n t u m  mecharAcal tF(t). T h e m  exis t s  
now a finite p robab i l i t y  kha% a quan t t tm appears  a t  

. . . .  t a i  . . . . .  t (x, t ) ,  w i thou t  a f in i te  probabi l i r  t h a t  
a c~uso has  occurred a t  a prooodlr~ even t  i n  t h e  

i . . . .  i an t  past of  (*'~t). I n  e loc t rodyrmmieph . . . . . .  
t he  causal  behaviour  has  been exper imenta l l#  checked.  
Therefore ,  our  theory  is unambiguous  i f  app l ied  to 
qXxuntum elee~rodynamies. Appl ied  t o  nuc lea r  forces,  
however ,  we h a v e  grea t  l ibe r ty  it, t he  choice of  ~= (or 
of  He i senberg ' s  ~) i f  we go b a c k  to ~* cauaal  descr ip t ion  
a t  small  d is tances .  B u t  one muSr ~ay t h a t  i t  is no t  
necessary to go back  to causa l  desc r ip t ion  even  for  
d is tances  of  10 -*~ era. 

W e  have  app l i ed  our  theo ry  to  the  case of  l ine  
wid th .  A classical  po in t  pa r t i c l e  w i t h  a n  in te rna l  
(sealer)  degree of  f reedom (~, ~, a) t r e a t e d  accord ing  
to Di rae ' s  me thod  leads to 

l 

I t s  l lne b roaden ing  due to r a d i a t i o n  damp ing  is 
( i f  ~ ~ + 1 and x = 0) thel~oforo 

s z  
J (~) = V~ ((~ -- ~o)= + ~=)-i; V = ~ ~o. (9) 

The eorrespondiD~ qnanturn rnoohanicM model is 
given  by  two fields of m a t t e r  U a n d  v the  res t  
masses  o f  which  differ by  r,�9 = - -  mu = ~ 2m~o. W i t h  
zH = 2zmf (dx)~uv~ ,  only par t ic les  of  mass  m u ( < m , )  
a re  s tab le  (analogous to o ~ + 1 in  classical  theory) .  
Exe i to t i on  o f  t h e  u -par t i c le  in to  t h e  v.stat~ and  
subsequent  emission of  a r or  t he  disper-  
s io~ of  a ?-wave produces  ~-quanta of  f requency t~ 
wi th  a p robab i l i ty  g iven  by  

N A T U R E JANUARY 29, 1944, Vet lS3 

ins tead  of  (9). Th i s  is a r igorous  so lu t ion  o f  the  
(tuant*m~-mochanical probIem. The  a p p r o x i m a t e  
t r e a t m e n t  of  W igne r  and  %Voisskopf* leads  to  (97. 
T 6 t a l  in tens i ty  of  t he  em i t t ed  l i gh t  a n d  the  d ispers ion  
for [~ - -  ~'-0] ~ 7 a re ,  however ,  t h e  same. 

Dirac, Prec. Roy. See., A, 167, 148 (1938). 
~eisenberg, z. 1,by&, 120, 513 and 673 (1943). 

�9 Weis~kopf and Wfgner, Z. Phes., ~ ,  54 (1930L 

�9 1944 Nature Publishing Group 
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U n e  propri~t~ de l 'op~rateur  S en  m ~ c a n i q u e  a s y m p t o t i q u e  

par E. C. G. STUCKELBERG. 

E n  m~can ique  a s y m p t o t i q u e ,  nous  i n t rodu i sons  c o n f o r m ~ m e n t  
a u x  id l e s  de Hn~SENBERG, un  o p 6 r a t e u r  u n i t a i r e :  

S =  1 - -  i ~ + . . . .  e - i ( ~ +  ) (1) 

d6fini  pa r  une  s@ie u n i m o d u l a i r e  en l ' o p ~ r a t e u r  h e r m i t i e n  ~, 
qu i  s '6er i t  1) : 

~ ~(~) + �9 �9 .; d 1) = s f (dx)4 u+  u+ q~+ q~ (2) 

u c t  ~0 son t  des (~demi-ehamps,~, c ' e s t -Mdi re  des fonc t ions  c o m p l e x e s  
des var iab les  ~ e t  t, ma is  ne poss~den t  que  des f f6quences  pos i t i ves  
(doric u n i q u e m e n t  des  op~ra teurs  a + e t  b+). 

Alors  l ' e f fe t  *de p remiere  a p p r o x i m a t i o n  (ob tenu  en n ' u t i l i -  
s a n t  dans  S que  les d e u x  t e rmes  1 - -  i ~(l)) a d m e t  l ' i n t e r p r 6 t a t i o n  
fac i le  s u i v a n t e :  la col l is ion en t r e  u n  q u a n t u m  i n i t i a l e m e n t  (&est-  
Mdire  h l ' 6poque  t ~ - - T )  dans  l ' 6 t a t  k '  du c h a m p  u e t  nn  q u a n t u m  
dans  l % t a t / ~ '  du  c h a m p  F. E n  offer,  la  p robab i l i t~  p o u r  que  f ina lc-  
mer i t  (~ l%poque t ~ + T ,  T = ~ )  l 'on  obse rve  un  q u a n t u m  
l ' ~ t a t  k" et  # "  es t  p ropo r t i onne l l e  /t la r6gion (A x) 4 de l ' e space  
t e m p s  off los p a q u e t s  d ' o n d e  k' ,  re', k "  e t / ~ "  d i f f e ren t  s i m u l t a n @ n e n t  
de  z6ro. 

Si, c o m m e  l ' a  f a i r  t tEmENBERG, on ne  eons id@e alors dans  
la  s6rie (1) que los t e r m e s  en ~r on d~mon t r e  f a c i l emen t  q u ' e n  
seconde  a p p r o x i m a t i o n  d6j~ (en p o s a n t  S :  1 - - i ~ ( 1 )  + � 8 9  (M~))~), 
il f a u t  a d m e t t r e  l ' ex i s t enee  de  eol is ions en t r e  t ro is  q u a n t a  k '  e t  
l '  d u  c h a m p  u e t  # '  du  champ  ~ d o n t  l ' exp l i ca t i on  est  en d~saccord  
a v e c  nos  no t ions  de  eausal i t6 ,  e t  ee lh  ~ l '6chel le  de l ' e s p a c e - t e m p s  
m a c r o s c o p i q u e :  un  q u a n t u m  I' du  c h a m p  u 5me t  <(un q u a n t u m  ~, 
(du c h a m p  ~) d'4nergie n~gative ~), p o u r  p o u v o i r  passer  "~ un  6 ta t  
l "  en 6 m e t t a n t  un  q u a n t u m / ~ " ,  t a n d i s  quo plus t a rd ,  au t e m p s  t" 

~) l~ous renongons ,dans  la suite, &employer des caract~res gras pour los 
op~rateurs cr /t* . . . . .  
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t', les quan ta  k' et # '  en t ren t  en collision Criple avee ce quan tum 
v"' d'6bergie n tga t ive .  

Ainsi done, dans notre  th6orie qui exclut  des 6nergies n6gatives,  
il y faudra i t  pour tan t  inclure des ph~nom6nes dont  la descript ion 
spat iotemporel le  comp0rtera i t  de tels 6tats. 

I1 existe un  et un seul moyen d '~vi ter  la contradic t ion  pr6e4- 
dente :  c 'est  d'6crire S sous la forme d 'une  s6rie de la forme 

-1+i/~.~ --exp - - i 2 t g  1 

6rant la s6ric engendr6e par  ~o) et 

~(~) f(dx)'[~+uv+sym~ (~+u)+V§ V u+sym~ (urge) 
cr . . . .  

Done, sans Utiliser le principe de correspondance a sympto t i qu  e 
que nous avions  bnonc6 dans un m6moire pr4c6dent2), nous re- 
t rouvons,  par  simple applicat ion du pr incipe de causalit6 , l 'ex- 
pression de l 'op6rateur S e n  fonction de ~, telle que nous l 'avions 
obtenue dans les w167 6 et 8 du m6moire cit6. 

Dif fus ion  d'~lectrons par u n  champ e o u l o m b i e n  m a f n ~ t i q u e  

p a r  P.  ]:~AI~TDERET et  M. FI~I~z, Ba le .  

DIRAc a, le premier, consid6r6 l '~quat ion de SC~ZRoEnINGER 
d 'un  61eetron dans un champ coulornbien magn6tique.  I1 a eonstat6 
qu'el le n ' a v a i t  de solution acceptable du point  de vue  physique 
q u e s i  le p61e magn~tique ava i t  eomme intensi t6 un mul t ip le  de 

he Les fonetions propres ont  6t~ ~tablies par  rrA/vIM et par  FIEt~Z; 
2 e *  
ce sont en coordonn6es polaires des produi ts  d 'une  fonet ion de r 
par des fonctions des angles qui ne sont pas des fonet ions sph6- 
riques. 

Le probl~me de ]a diffusion d'~leetrons par  le champ d 'un 
p61e magi16tique de DIRAG pr6sente de ce fa i t  un caraet~re parti-  
eulier. On ne peut  pas eomme d 'habi tude ,  eonstruire une solution 
repr6sentant  a sympto t iquemen t  une onde plane avee, eomme  per- 
turbat ion,  un onde 6mise par  le eentre. Mats on peut  ehoisir les 
coefficients arbitraires de la solution de maniBre ~ avoir  la super- 
position d 'une  onde ineidente se eompor tan t  pour grands r eomme 

3) STiJCK~LB~RG, M6canique fonetiormelle tI.P.A. 14, 51 (1943) (r6f. I); 
16, 427 (1944) (r6f. II); 17, 3 (1945) (r6f. III) 18, 21 et 195 (r6f. III  et IV). 
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(cosO), ~ 0taut  la fonction singuli~re de DIRAO, et d 'un  onde 6mer- 
gen*e. Los coefficients ~rbitraires sent  complStement d6tormin6s 
par  cette mSthode. On ob t ienf  pour l 'onde 6mergenfe lu super- 
position d ' une  diffusion analogue ~ celle de RUTHERFORD, et d 'une  
per tu rba t ion  qui n ' es t  impor t an te  que darts la direction d'ofl v ient  
l 'onde incidente.  Los r6sultats sent  semblables ~ ceux que donne 
la m6canique classique. 

(Un ar*icle plus d6taill6 parMtra ul t6r ieurement  darts l o s  
H. P. A.) 

S u r  l a  t h ~ o r i e  d e s  a a t e n n e s  d e  r a d i o  - -  C o m p a r a i s o n  a v e e  l ' e x p ~ r i e n e e  

par J.  PATRy, Albiswerk-Ziirich-A.G. 

I1 y a quelques temps,  Mr et l ' au teur  out publi6 trois 
br~ves communicat ions  sur la %h6orie des an%ennes solon la m6thode 
de I-IALL~N1). Cette m6%hode es% tr~s prat ique,  car elle permet  
d '6tudier  non  seulement  los antennes  lin6aires simples, mais aussi 
des %ypes plus compliqu6s. Comme elle n 'es t  qu 'une  approximat ion,  
il 6tait  int6ressant  de comparer  avec l 'expSrience los r6sultats 
auxquels  elle conduit .  METZLER, de l ' adminis t ra t ion  des P.T.T.  a 
fair, il y a un  certain temps,  une  s6rie de mesures qui nous ont 
servi de contrOle. Elles out  6t6 publi6es dans la th~se de doctorat  
de METZLER. 

Les courbes projet6es par  l ' au teur  (qui parai t ront  prochaine- 
m e n t  dans Ie Bullet in S. E. V.) mont ren t  uno tr~s bonne  con- 
cordance entre l 'exp6rience et la th6orie. Des calculs son% en cours 
pour  comparer los r6sultats th6oriques avec los mesures accomplies 
par  des Anglais2). La th4orie d6taillSe, d e n t  la valeur pra t ique  
est ainsi d6mon%r~e, sera expos6e prochainement  dans le p6riodique 
~ Schweizer Archly ~. ; : 

~) Mi~LLE~ und PAT~Y, I~.P.A: 17, 127, 159, 455 (1944). 
2) ESSE~ and OLrVER, Wireless Engineer 22, 587 (1945). 



A convergent expression for the magnetic moment 
of the neutron [81] 

with D. Rivier 

Reprinted with permission from Physical Review, vol. 74 (1948), p. 218. 
Erratum, idem 986. Copyright (1948) by the American Physical Society 
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w h e r e  D ,  ~ is t he  s y m m e t r i c  i n v a r i a n t  D f u n c t i o n  i n v o l v i n g  
a T -~ s ingu la r i ty .  T h i s  is exac t l y  t h e  c o n d i t i o n  t h a t  ex- 
presses  causali ty* o r  th i s  c o m p l e x  f u n c t i o n  c o n t a i n s  o n l y  
i n c o m i n g  w a v e s  in  t h e  p a s t  a n d  o u t g o i n g  w a v e s  in  t h e  
fu tu re .  T h i s  c o n d i t i o n  reduces  to  t h a t  i n t r o d u c e d  b y  
Wentze l~  in  his n o n - r e l a t i v i s t l c ' w a v e  opt ics  of t h e  S m a t r i x .  

l j .  M. Jauch, Phys. Rev. 63, 334 (1943), does obtain a finite value 
but it ~eems to us that  he has discussed only one of many terms. 

2 E, C. G. Stueckelberg, Heir. Phys. Acts 17, 8 (1944); ibid. 18, 3 
(1945). 

* In this interpretation (2) could he considered as an " invar i~ t  
substraction." 

4 E. C. G, Stueckelberg, Helv. Phys. Acts 19, 242 (1946) ; Pllys. Soc. 
Cambridge Conference Report 199 (1947). 

6 Wentzel, Heir. Phys. Acts 21, 49 (1948). 

A Convergent Expression for the Magnetic 
Moment of the Neutron 

D. RIvt~R AND E. C. G. SruEcKLB~RG 
University of Geneva, Geneva, Switzerland 

June 2. 1948 

C A L C U L A T I O N  of t h e  m a g n e t i c  m o m e n t  of t h e  n e u -  
t r o n  ha s  a l w a y s  y ie lded  a d i v e r g e n t  resul t ,  a W e  h a v e  

avo ided  t h i s  diff icul ty b y  t he  use of a n  i n v a r i a n t  p e r t u r b a -  
t i o n  m e t h o d  based  u p o n  t h e  8 m a t r i x  t h e o r y 3  T h e  m a g -  
ne t i c  m o m e n t  r e m a i n s  f in i te  b u t  n o  def in i te  n u m e r i c a l  
v a l u e  comes  o u t  of t h e  ca lcu la t ions .  O u r  m e t h o d  is q u i t e  
gene ra l  a n d  c a n  be  app l i ed  to  aI1 d i v e r g i n g  express ions  
a r i s i ng  f r o m  field q u a n t i z a t l o n .  

T h e  d i v e r g i n g  t e r m s  a re  due  to  t he  D i rac  3 f u n c t i o n  
a p p e a r i n g  in  

D. . ( r , t )  = ( t / 2  I t l  )D.0(~,t) 
= ( 1 / 4 . ) [ ~ ( T  ~) -�89 

w i t h  
T~=t~=r ~ a n d  O(T~)=O for  T ~ O ,  

w h e r e  D,~ is t h e  a n f i s y m m e t r i c  i n v a r i a n t  f u n c t i o n  
a p p e a r i n g  in  t h e  c o m m u t a t i o n  re l a t ions  of a field of q u a n t a  
of r e s t m a s s  K. i f  we  def ine  8 ( T  2) b y  t he  fo l lowing  l i m i t i n g  
process  : 

N 
~(T  ~) = L i m  -�89 

w i t h  
/r ir 

~c i= - -1  L i m ~ ( c ~ / ~ )  ~ 0, 

a c a l cu l a t i on  t h e n  shows  t h a t  i t  is a lways  possible t o  f ind 
a se t  oI c~=ci(~2,.. .~v~), i den t i ca l  for  e a c h  ind iv idua l  
dlvergitxg t e r m ,  such  t h a t  e a c h  s u c h  t e r m  g ives  a f inite 
c o n t r i b u t i o n  to  t h e  m a g n e t i c  m o m e n t .  O u r  ca lcu la t ions  
cou ld  be  descr ibed  as  t h e  g e n e r a t i o n  of t h e  S m a t r i x  b y  t he  
usua l  H a m i l t o n i a n  a n d  i ts  co r r ec t i on  3 b y  (2). T h u s  cor-  
r ec ted  o u r  S m a t r i x  m i g h t  n o t  sa t i s fy  causa l i t y  a n y m o r e .  
T h a t  i t  still  does  c an  be  seen in  t he  fo l lowing  way .  Al l  t h e  
t e r m s  of  t h e  S m a t r i x  c o n t a i n  space - t ime  i n t e g r a t i o n s  
u p o n  i n v a r i a n t  D.(r,t) func t ions .  I n  o u r  ca lcu la t ions  these  
a p p e a r  o n l y  in  t he  f o r m  

D , ~ = D , ' + ( i / 2 ) D ,  1 

2 1 8  
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986  L E T T E R S  T O  T H E  E D I T O R  

Erratum: A Convergent Expression for the 
Magnetic Moment of the Neutron 

[Phys. Rev. 74, 2 (1948)] 
D* ~IVIER AND E. C. G, STUECKLBERG 
Un@ersity of Geneva, Gene~a, Switurland 

I N o u r  p r ev ious  l e t t e r  two  m i s p r i n t s  h a v e  occu r r ed  w h i c h  

make the text impossible to understand : The formulas 
defining T 2 and O(T ~) are 

~'2=12--r~ ' 

e (T~)=O,  T~<0, 
0(T2)= 1, T~>0. 



Causalite et structure de la Matrice S [82] 
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C a u s a l i t ~  e t  s t r u c t u r e  d e  l a  M a t r i c e  ,~  

par E. C. G. S t u e e k e l b e r g  ot D. R i v i e r  (GenAve). 

(19. X. 1949.) 

La caus~lit~ en th~orie des champs quantifies dSfinit la structure des noyaux 
int~graux dans les coefficients du d~veloppement de la matrice S e n  fonction des 
op6rateurs de translation dans l'espace des quanta. Cette structure, qui fair ap- 
paraltre ]a fonction Dc (x), est cello que l'on obtient  en int~grant de ma~ni&re in- 
variante l '4quation d'6volution fonctionnelle, s une certaine indetermination pros 
dans le cas de la mdthode propos~e. Cette indetermination remplaco le probl~me 
de l'~]imination de~ divergences par ce]ui de la d~tcrmination dee termes non 
d~finis de la matrie~ S. 

1. La  eausal l t6  en p h y s i q u e  e lass ique  et  en  phys ique  quaut ique .  

P o u r  f i x e r  les id6es ,  e o n s i d ~ r o n s  le s y s t ~ m e  classique c o n s t i t u ~  
p a r  n p a r t i e u l e s  eha rg~es ,  s o u m i s e s  a u x  lois  de  l ' 6 1 e c t r o d y n a m i q u e  
de  MAXWELL. U n e  loi p h y s i q u e  e x p r i m e ,  p a r  ] ' i n t e r m 6 d i a i r e  & 6 q u a -  
t i o n s  : 

7 , I  

: . . .  < , , . . . ]  = ( a )  

les r e l a t i o n s  f o n e t i o n n e l l e s  e x i s t a n t  e n t r e  les q u a n t i t & s  d e  m o u v e -  
m e n t  ={~.) e t  les l i eux  ~ . )  de  e h a q u e  p a r t i c u l e  (k) au  t e m p s  ~" e t  ee  
t e m p s  , "  d ' u n e  p a r t ,  e t  les  m ~ m e s  g r a n d e u r s  n~), ~(i~, ~' g u n  i n s t a n t  
in i t i a l  v '  d ' a u t r e  p a r t .  

Ces ~ q u a t i o n s  s ' o b t i e n n e n t  p a r  i n t & g r a t i o n  d ' S q u a t i o n s  d i f f~ ren -  
t i d i e s  d 6 e r i v a n t  les p r o e e s s u s  61~,mentaires .  D a n s  le ea s  e n v i s a g ~  
ee l les -e i  s ' ~ e r i v e n t * )  : 

d(~) p(~) = e(k) e(O ds(ze) ~0~3~176 .a el ..r) (~et) (s(~)/s(o) (1.2) 

L a  f o n c t i o n  D ~t (x(k)/x,)) d4c r i t  ee q u e  n o u s  a p p e l o n s  ( (Fac t ion  c a u -  
sale)i de~ ~i) s u r  (k). R e m a r q u o n s  que  la  f o n c t i o n  D rCt (x /y)  es t ,  c o m m e  
il e s t  n 6 c e s s a i r e ,  i n v a r i a n t e  p a r  r a p p o r t  au  g r o u p e  de  LORENTZ. 
N o t o n s  a u s s i  q u e  les e f f e t s  d(~)p(~ k) s n r  la  p a r t i c u l e  (k) d u s  a u x  d i v e r s e s  
p a r t i c u l e s . . .  (i) . . . .  s ' a d d i t i o n n e n t  les u n s  a u x  a u t r e s .  

*) Pour les notations, voyez le num~ro a) des rgf~rences. 
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Consid6rons m a i n t e n a n t  le sys t6me  qu.antique c o r r e s p o n d a n t :  il 
s ' ag i t  de n quan ta ,  en  nombre  variable~ Les lois phys iques  d6c r ivan t  
l '6volut ion  du sys t6me  sont  d6termin6es  pa~ ~ un  op6ra teu r  uni ta i re  S, 
repr6sent6  par  des ma t r i ces  de transiLion:  

s [~",. . .  ~L.. .  ~J,o,/~';... ~>.. .  ~,~,~] (~.8) 
fonct ionnel lcs  s eu l emen t  des var iab les  lieux ini t ia les  ~ik) et f inales 
~(o et  des deux 6poques  ~" et  v' e n t r e  lesquelles le sys tbme 6volue. 

U n e  mat r iee  de t r ans i t ion  s ' o b t i e n t  aussi pa r  in t6grat ion d ' u n  
616ment diff6rent.iel : 

~zs [ . . .  ~L - - - / - - -  x.) ... x(.~) . . . / . . .  ~)...] 
--. D §  x(k)) l~(.~dx(k)D~(x(k)/x(l))2'(l) dx( l ) . . ,  x (1.4) 

• . . .  p<, ,  dx(,,) D~ (x<,,)/~,)) F,) dx , )  D+(~( : ) /~ , ) . . .  

.par convent ion ,  dans  D~(x /y )  on a :~a> y~. L'614raent diffSrentiel d S 
est  un p rodui t  d ' a m p l i t u d e s  de probabi l i t6 :  

D ~(x/x(,e) ) ~,z(x) repr6sente  l ' a m p l i t u d e  de probabi l i t6  re la t ive  au 
q u a n t u m  k observ6e au ~emps x 4 ~ (x 1, x u, xa), 6mergean t  de x(k ) si 
a; a > x(4k) ou c o n v e r g e a n t  en x~a ) s i x  4 < x(4k) ; en x(~) elle a 6t6 localis6e 
avee  a u t a n t  de pr6cision qu'il es t  possible;  

1~(0 est  une fonct ion du lieu x(i ) ea rae t6r i san t  l ' amp l i t ude  de pro-  
babil i t6 du proccssus  616mentaire en ce po in t ;  

enf in  la fonet ion  D~(x(k)/xa) ) d6cri t  l ' amp l i tude  de probabi l i t6  de 
(d 'ae t ion causale de (l) sur  (k)), : e'esC le c o r r e s p o n d a n t  quan t ique  de 
D ret (x(k)/x(z)), qu ' i l  f a u t  d6 te rminer  m a i n t e n a n t .  

Qu' i l  soit  imposs ib le  de m a i n t e n i r  la h mc t io n  D rCt (x~k)/x(l)) r6sulte 
du  fa i t  que eelle-ci ne repr6sente  pas  une  amp l i t ude  de probabi l i t6 .  
Mais nous  savons  que :  

D ~ ( x / y )  ~ D+ ( x / y )  - D ~ ( z / y ) - - i D  ~ ( x / y )  pour  x '  > y ' .  

Or, du  fai t  que la fone t ion  D ~ (x /y ) ,  's l ' inversc de D ~  ne s%va- 
nou i t  pas  s l ' ex t6r ieur  du cSne de lumibre, la seule facon de 
pro longer  de mani6re  i nva r i an t e  D ~ (x /y )  pour  x a < ya est  de l '6erire : 

1--ia D ~ ( x / y )  ~ ( D  ~ +  a D  o ) ( x / y )  = (l+2ai D+ + 2 ~  D ) ( x / y )  

mais il est  clair que le coeff icient  de D+(x/y)  dol t  iei 6tre nul, sans  
quoi  des aeausali t6s mani fes tes*  ) con t r i bue ra i en t  h l'616inent dif- 
f6rentiel  dS.  On dolt poser  a - i e t :  

D ~ ( x / y )  ~ D - ( x / y )  pour  x * < y  ~. 

*) En p~rticulier, uric p~rtie de Faction de (1) sur (k) ne ddpendr~it p~s de 
la sucecssion temporelte des 6~6nements xq) et x(k ). 
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et la  fonc t ion  eausale seule possible est done,  en i n t r o d u i s a n t  un 
f ac t eu r  de norma~isat ion 6gal /~ i / 2  : 

i 
D~ ~ 1)~ + 2 1)~ x4 # y4 (1.5) 

Dans  (1.4), l ' i n t e rp r6 t a t i on  de la c o n t r i b u t i o n :  

. . .  D + (~'('~,)/ x(~)) T'(k ) d x ( k  ) D ~ (x(~.>/X ~)) -P(~)dx(o"" pour  x ~k) < xi~) (1.6) 

s ' ob t i en t  en inve r san t  en x(k ) et en x(z ) les ph6nom6nes  do cause eL 
d 'e f fe t  dans  les proeessus d6ci'its par  la c o n t r i b u t i o n :  

. . .  D + (~'('~.)/ x(k)) I'(~) d x(k ) D ~ ( x(,.)/ x,o ) T'(,) d x(z). . . pour  x~k ) > x~o 

Plus  pr6eis6ment ,  le proeessus  d@crit p a r  (1.6) est l '0miss ion si- 
mul t an6e  cn x(k ) d 'un  p a q u e t  observb, en z" et  d ' un  p a q u e t  par t ic i -  
p a n t  en x(z ) & un nouveau  processus.  Cela est  imm6dla t  si l 'on  re- 
m a r q u e  que : 

D ~ ( y / x )  - • D ~ ( x / y )  

16 signe 6 ran t  posit if  ou n0gat i f  su ivan t  la s t a t i s t ique  qui  rdgit  les 
ensembles  de quan ta .  

F i g .  1. 

Une  diff~'renee essenti611c entre  la i o n c t i o n  classique DrCt(x) 
et  la  fone t ion  q u a n t i q u e  De(x)  r~side dans leur e o m p o r t e m e n t  
h l ' e x t O r i e u r  d u  cdne  de 1.u, m i & ' e ;  par  e x e m p l e  darts 16 eas scala.ire: 

D,('t  ( x ) ~ 0 I 
1 x x x ~ j O  

D~ (x )  8.,Ti R H l , [ i z [ ~ ]  I ~ <, / x , m~sse  d u  q u a n t u m  
(1.7) 
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2.  G d n 6 r a l i s a t i o n  h des  var iab le s  q u e l e o n q u e s .  

Le p a s s a g e  A des  v a r i a b l e s  q u e l e o n q u e s  q~i'll, ui'2) . . . .  ~.~,~',~,,) d6fi-  
n i s s a n t  l ' ~ t a t  des  n q u a n t a  s ' o p 6 r e  e o m m e  o n  le sa i t  pat '  l ' i n t e r m ~ -  
d i a i r e  d ' u n  o p 6 r a t e u r  U reprb~sent6 p a r  u n e  m a t r i e e  de  t r a n s f o r m a -  
t i o n :  

U ( e l l ) - - -  ~" ' "" ~(- ') /~( ')  . . . . . .  (,O) (2.1) 

e t  p o s s 4 d a n t  u n  o p ~ r a t e u r  h e r m i t i e n  e o n j u g u 6  U + r e p r d s e n t g  p a r  la 
maI.l ' iee U '(...,i1) . . . ,..;,,)/~ei'1, . . . ~:5,'9)- 

lm t r a n s f o r m b e  de  S s ' g e r i t :  

• s[~" . . ,  e l ; , . . . /~ ' . . ,  s~>...7 c~(~i,)... C,)/"~,).--'~;,:,) (~..9,) 

il e s t  i m p o r t a n t  de r e m a r q u e r  q u e  la m u l t i p l i c a t i o n  m a t r i e i e l l e  re-  
p r ~ s e n t e  iei u n e  i n t 6 g r a t i o n  s u r  t o u s l e s  p o i n t s  d ' u n e  s u r f a c e  t e m p o -  
re l le  d ' 51~men t  d a  ~ (5). A ins i ,  n o u s  a v o n s  exp l ie i t~ement  : 

( k )  U )  ( r a )  ( i )  

tt ,, i t  o .. ~ ~ d  " r . . .  • 

. . .  f d~ ~" (e~;,)... ~ ,  (~,','~)... '4~,,)1... ~i , , . . . )  D+ (S~i,,/.~<k)) • X 

• P(k ) d x(~.) D ~ (xa.) I x(~)) P(~) d x,>... F(,,,) d x<,~) D~ (z~m) I x,)) • 
• l",)dx,)O+(.~(~)/e;,>)... ~\ , ( . . .~;~; . . . /~; , . . .~;~,));  (.2.a) 

(k) ~" 
l h  e o m m e  dar t s  ee qui  s u i t  / . . .  es t  mis  pore" /(d3c(k)) 4. 

. 2  ~ r  
T t  

E n  u t i l i s a n t  aloi 's  e o m m e  il e s t  d ' u s a g e  u n  s y s t b m e  de  p a q u e t s  or-  
t h o g o n a l  e t  e o m p l e t  u~), ~r . . . . .  s a t i s f a i s a u t  d o n e  a u x  r e l a t i o n s :  

fav(.)~(x,,) ~+(x,) = ~ + ( s , / ~ , )  ] (m)  

off $2~ e s t  u n  o p 6 r a t e u r  d ' o r t h o g o n a l i s a t i o n  d d p e n d a n t  de  la" v a r i a n c e  
den p a q u e t s  u,  on  o b t i e n t  p o u r  S e n  p o s a n t :  

r:~(~"/,,~') = ~:,~, '  (~") : (2.5) 

( k )  ( l )  ( m )  ( i )  

• 1) ~ (xq,)/xq)) T'q)d xr I'(,,~)d x(m )D" (x(, o/x(o ) F(i ) d x(o u~,)(x(~))... ('2.6) 
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U n e  nouve l l e  g6n6ra l i s a t ion  p e r m e t  de cons idd re r  des t r a n s i t i o n s  
oil le sys t6me  de  p a q u e t s  in i t ia l  u[1).., u[~,) et  le sy s t6me  f ina l  v[~)... 
. . .  v(,~,,)" di f f6ren t  e n t r e  eux. On a a lo rs :  

S I T "  ~)(~1)""" V*(nU)/Tt U{1)*"" ~6{n')] - -  V +  (Vlrl) "" "V(*n ' , / """  ~itk') *'" ) 

S [ . . .  ~ ( k ) .  o, / , . ,  g e { i ) , . . ]  ~_r ( . ,  "~ { i ) " "  ' / ' / 6 (1 ) " " "  ~ ' {n ' ) )  ( ~ . 7 )  

06 16 m a t r i e e  V+(v[ , ) . . .  ' ; i k '9 / - "  ~k)---) r e p r 6 s e n t e  I ' h e r m t t i e n  con-  
j u g u 6  de l ' o p 6 r a t e u r  g de t r a n s f o r m a t i e n  des v a r i a b l e s  ~"(~) a u x  va -  
r i ab l e s  u['l)- On e b t i e n t  done  n n e  r e p r 6 s e n t a t i o n  mix te :  

(k)(I) (m)(i) 

i t . . . j /  ,0 L't- , V ( I ) . .  o ( n ' ) l  ~ �9 ~ ( 1 ) ' ' "  '/b(n')J ~ " "" . . .  " "" ?)(k) (X(k) )  X 

• F<k ) d x(~)' D~ (x<~)/x(~>)/~,> a x(~).., v ( ,  o d x(m ) D~ (x(,,,)! x,))  • 

• v . ) a x . )  G )  (x(~)) . . . .  (u.s) 

O n  p e u t  vo i r  que  la  fo rme  g6n6ra le  de S s ' o b t i e n t  (apr6s  i n t e g r a -  
t i o n  m u l t i p l e  su r  . . .  dx(k) . . ,  d x % . . )  en s u b s t i t u a n t  dans  (1.4) les 
p a q u e t s  I)articutiersD+(~i'k)/x(k)) (6mergen t s )  e t  D+(x(~)/~;i)) ( inc iden t s )  
p a r  les p a q u e t s  g 6 n 6 r a u x  u"+(x(~)) et  u'(xa) ). 

3.  Passa{te  il l ' e s p a e e  des  quanta .  

I1 es t  m a i n t e n a n t  i nd iqu6  de p a s s e r  A l ' e spaee  des  q u a n t a ,  /~ t ' a ide  
des  opd ra t eu r s  de t r a n s l a t i o n  d a n s  ce t  espace,  a-~ (u") e t a  (u") . . . .  
qu i  p e r m e t t e n t  l ' i n t r o d u e t i o n  des  o p 6 r a t e u r s  de  c h a m p s :  

1 , 1 , 

D a n s  eet  espace  l ' o p 6 r a t e u r  S [T", C ] ,  s a t i s f a i s a n t  A la c o n d i t i o n  
d ' u n i t a r i t 6  : 

S + [v", q S [v",  ~] 1 ( 3 . 2 )  

p e u t  n a t u r e l l e m e n t  se d6velopI~er en  tex'mes des  o p 6 r a t e u r s  a ~(u') 
e t a  (u ') ,  en p o s a n t * ) :  

oc 
n Tr s [ ~ " , ~ ' ]  = 1-1 w Z ~  i s ( j )  r," ,,,[~ , ] (a.~3) 

(n", n') ! = 0 

*) Le param6tre num6riqne e que nous introduisons iei apparait lors de 1~ cons- 
trnetion explieite de S, bas6e sur une m6thode de perturbation (voyez w 4). 



Causalite et structure de la Matrice S 351 

220 E. C.G. Stueckelberg e tD.  Rivier. 

~tVCC : 

/ / 8]  • j  .g,, ::: tt d ~7 (U~Jn,,)) (~ZI1)) . . . X ....... . . . , , [  , ~ ' ]  ~J d V  (~(,)) 

~: . . .  j d V ( ~ i n ' ) )  Cll+('/gl)-.- t'lit+(tL~:d,))s(J)[Ttt,'OS'(1).., q,g'(;d,)/Tt,~{i)... U(n,)J • 

• a (G>)... "(G,'k. (~.a) 
off nous  a v o n s  o r d o n n 6  les op4 ra t eu r s  a + (q~'~)) e t a  (~,))  dans  c h a c u n  

(. � 9  , / t  - des t e r m e s  S ~ , de m a m e r e  que  les o p e r a t e u r s  a+(uk) somnt  tous  . . .n ' . . .n  
h g a u c h e  des op6 ra t eu r s  a (u~i)), c t  en  f i x a n t  une  lois  p o u r  t o u t e s  
l ' o rd rc  de success ion  de ces op6ra t eu r s .  Cola est  t o u j o u r s  poss ible  s 
l ' a ide  des  re la t ions  de c o m m u t a t i o n s :  

[" (~;)), "~ (G))]+ - ~ <~ (G) iG,) 
["~ (G)),"+" (G))] ,- ["  (G)), "(G)]~ o (8.5) 

C e l a / a f t ,  il cst  c la i r  que ,  de p a r  la s ign i f i ca t ion  m 6 m e  des op6ra,- 
teurs  a+(ui'~) ) et  a(u~i))lorsqu'ils o p 6 r e n t  sur  la f o n c t i o n n e l l e  de l 'es- 
pace  des  q u a n t a ,  les coef f ic ien ts  S(D[T",. u'(h,)./r",, u~i)...] qui  f igurenL 
dans  le d d v e l o p p c m e n t  (3.4) nd p e u v e n t  6~re que  les ma t r i ce s  de 
transigioj1 d e n t  la s t r u c t u r e  a 6t6 d6f inie  en (9,.6): alors seule-  
m e n t  l ' o p 6 r a t e u r  S e s t  causa l .  

Nous  v o y o n s  done  a p p a r a i t r e ,  A e6t6  de l ' invariance, deux  pro-  
pr i6t6s  n6eessa i res  de l ' o p 6 r a t e u r  S :  l 'unitaritd, c x p r i m 6 e  pa r  (3.2) 
e t  la causalit6 expr im6e  p a r  la s t r u c t u r e  des coeff ic ients  S [ r ' . . . / v ' . . . [  
donnge  p a r  (2.6). 

4.  C o n s t r u c t i o n  de  la  m a t r i c c  S h part i r  d ' u n  p r o c e s s u s  ~ 1 6 m e n t a i r e  d o n n 6 .  

Nous  a v o n s  t r o u v 6  la  s t r u c t u r e  g6n6ra le  de l ' o p 6 r a t e u r  S. Mais 
la t ~ e h e  essent ie l le  es t  de le e o n s t r u i r e  A p a r t i r  d ' u n  processus  616- 
m e n t a i r e  donn6 .  

U n e  p re ln i6 re  m d t h o d e  p a r t  de l ' 6 q u a t i o n  d ' 6 v o l u t i o n  fone t ion-  
nel lc :  

1 d~o 
- -  i 0r(x) = e h (x) (4.1) 

d e n t  l ' i n t 6 g r a t i o n  i n v a r i ~ n t e  d o n n e  u n  o p 6 r a t e u r  S qu i  a b ien  la  
s t r u c t u r e  emlsa le  (a.4), mais  off la f o n e t i o n  De(x/y) es t  donn6e  p a r  
(1.5) p o u r  t o u t e  v a l e u r  de x - - y ,  y c o m p r i s  x y 0. G ' i n t 6 g r a t i o n  
( ( inva r i an te  ct  c a u s a l e ,  de (4.1) m o n t r e  q u ' e n  g6n6ra l  e h ( x )  est  
donn6  p a r :  

eh  (x) eh  (t) (x) + e 2 h(2)[x, r] (4.e) 

r 6 su l t a t  a u q u e l  m b n e  auss i  l ' a p p l i c a t i o n  des c o n d i t i o n s  d ' i n t6g ra -  
bilit6 de (4.1)1). 
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Ce t t e  m 6 t h o d e  a 6t6 ut i l i s6e ,  sons des  fo rmes  va r i6es ,  pal" d ive r s  
au teuI ' s  d a n s  le cas p a r t i e u l i e r  de l ' 6 1 e e t r o d y n a m i q u O )  d ' u n  c h a m p  
sca!a i re  2) on  de coup tages  plus  g6ngranxa) .  El le  a le d 6 s a v a n t a g e  
d ' i n t r o d u i r e  d6s l ' o rd r e  ] =  2 des t c r m e s  d i v e r g e n t s  p o u r  tes coeffi- 
c ien t s  S!~)~,...n, [T", z']. D i v e r s  proe6dgs o n t  6t6 p roposgs  p o u r  61iminer 
ces d ive rgences .  I,es n n s  son t  a p p u y 6 s  su r  des c o n s i d e r a t i o n s  p h y -  
siques4), les au t re s  s o n t  & a l l u r e  p lus  m a t h 6 m a t i q n e a , 5 ) .  C e p e n d a n t ,  
uno  f o r m e  s a t i s f a i s a n t e  de la t h6o r i e  d e v r a i t  6vitei" de  s e m b l a b l e s  
co r r ec t i ons  a i )oster iori ,  qu i  n ' a s s u r e n t  pa s  t o u j o u r s  de m a n i 6 r e  
v is ib le  sa  causal i t6 ,  son  un i t a r i t 6 ,  oll m ~ m e  sa eoh6rence .  

U n e  s eeonde  m 6 t h o d e  a l ' a v a n t a g e ,  en  p o s a n t  d ' e m b l 6 e :  

~ a (4.3) S = e x p  ( - - i a )  a +  = a a =  e (i) 
1 

d ' a s s u r e r  i n i t i a l e m e n t  l ' i n v a r i a n c e  e t  l ' u n i t a r i t 6  de S. El le  p roe6de  
e n s u i t e  de  la  m a n i b r e  s u i v a n t e :  

1. On  cho i s i t  l ' o p 6 r a t e u r  a(1 ) qui  c o r r e s p o n d  au  p r o e e s s u s  616men- 
t a i r e  envisag6 .  Celui qu i  c o r r e s p o n d  g h (1) de (4.2) s ' 6c r i t  :*) 

ea(1  ) = ~ f ( d z ) 4  h(i  ) (x)  a(+) = a m (4.4) 
d 

2. On  d6ve loppe  a lors  S solon (4.3) e t  l ' o n  contrOle  en  c o m p a r a n t  
avec  (3A) que  c h a c u n  des coeff ic ients  S(J ) [ r ' ;  u" / ' c ' ;  u ' ]  a i t  b ien  l a  
s t r u c t u r e  causate  (2.6);  

) j ' (  ( - i~)~ f (  " h  m ) x S = l + (  i ~  d x P h ( 1 ) ( x ) ~  2~ �9 d x ' )  (x'  

f (dx)" h(~) (x) +... (4.,5) x 

On vo i t  t o u t  de s u i t e  que  d6s lea S ( m [ / ]  ee n ' e s t  p a s l e c a s .  
P o u r  r e n d r e  eausals  cos coeff ic ients ,  on  modi f ie  a en  lui a j o u t a n t  
s ehm (4.3) u n  t e r m e  e 2 a(m, h e r m i t i e n  n a t n r e l l e m e n t ,  ce qu i  a p o u r r 6 -  
s n l t a t  d ' a j o u t e r  anx  coeffic, ien ts  S(e) [/] u n e ,  co r r ec t i on  causale)), d a n s  
la m e s u r e  od elle l eur  d o n n e  la  s t r u c t u r e  (2.6). F o r m e l l e m e n t  le r6- 
sulgat  e s t  a lors  eelai  q u e  d o n n e  la  p r c m i 6 r e  m 6 t h o d e ,  g eel a pr6s co- 
p e n d a n t  que  les f o n c t i o n s  l)~(.'r/y) qui a p p a r a i s s e n t  d a n s  les n o y a u x  
ne s o n t  p a s  ddfinies p o u r  x ~ ?J. 

l ,es  coeff ic ients  S(~i[ . . . / ' . . . ]  r e n d u s  eausa ls ,  on d 6 v e l o p p e  S sc ion 
(4.3) avee  a = e a a l + e 2  a(2 ) et  l 'on  cont r61e  alors  la  s t r u c t u r e  eausa le  
des t e r m e s  S(a)[ . . . / . . . ] .  Cola conduit ,  de n o u v e a u  g u n e  co r rec t ion  
cansa l e  d o n n a n t  f o r m e l l e m e n t  les m 6 m e s  coeff ic ients  S (a) [ / ] que  la 
m 6 t h o d e  diff6rent ie l le ,  el, ob~enue en  a jon / , an t  & a u n  r  eaa(a). 

v" 

�9 ) D~ms (4.4) et ( 4 . 5 ) f  est mis pour f .  
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L ' o n  procbMe a ins i  de sui te  p o u r  ]es S(4)[ . . . / . . . ]  S(~)[ . . . / . . . ]  . . . .  en 
s o r t e  que  la s4rie (4.3) es t  b ien  d ~ t e r m i n 6 e  a u x  a r b i t r a i r e s  prSs s i& 
nal4s  t o u t  h l ' h eu re ,  dus  ~ l ' i n d ~ t e r m i n a t i o n  de la  f onc t i on  D~(x/y) 
p o u r  x - y. 

A ins i  done  la p r e m i b r e  m 6 t h o d e ,  qu i  cs t  d i f fdren t ie l le  et  la  se- 
conde ,  qui  es t  in{6grale ,  c o n d u i s e n t  [ormeUement a u x  mSmes  r6sul-  
t a t s  ( e v e n t  la s u p p r e s s i o n  des e x p r e s s i o n s  d i v e r g e n t e s  ou i n d 6 t e r -  
min6es )  ; mais ,  Landis que  d e n s  lc p r e m i e r  eas  on  se t r o u v e  en  face  
d ' e x p r e s s i o n s  d i v e r g e n t e s  cn g6ndra l  A p a r t i r  du  deuxib~me ordre ,  d a n s  
le second  ees expres s ions  sou l  i n d 6 t e r m i n 6 e s .  On vo i t  done  q u ' a u  
p r o b l ~ m e  de l ' 61 imina t ion  des d i v e r g e n c e s  de la m a t r i e e  S la s econde  
m 6 t h o d e  s u b s t i t u e  celui  de la  d d t e r m i n a t i o n  de  c e t t e  ma t r i c e  h pa r -  
t i r  d ' u n e  exp re s s ion  p a r t i e l l e m e n t  n o n  d6finie.  P o u r  r6soudre  ce 
p r o b l g m e ,  il ex i s te  une  m 6 t h o d e * )  g6n6ra le  qu i  c o n d u i t  p o u r  les 
t e r m e s  du  deux ig lne  ordre  -A des  r6 su l t a t s  a n a l o g u e s  A ceux  de  
M. SCnWlNG~n, en  p a r t i c u l i e r  p o u r  la  p o l a r i s a t i o n  d u  vide  et  p o u r  
l ' 6nerg ie  p r o p r e  des  pa r t i cu l e s  515mentaires .  Ces r6su l t a t s ,  j o i n t s  A 
ceux  ~tabl is  j u s q u ' i c i  p o u r  le t ro i s i~me  ordre  s e m b l e n t  s a t i s f a i s an t s .  
U n  p r o e h ~ i n  t r a v a i l  e x p o s e r s  c e t t e  m g t h o d e  eL son  a p p l i c a t i o n  
a u  p r o b l ~ m e  de la  p o l a r i s a t i o u  d u  v ide .  

Cos r eehe rehes  o u t  b6n~ficib~ de  l ' a ide  m a t d r i e l l e  de la C. S. A . ;  
n o u s  |~eil  r e m e r e i o n s .  
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A propos des divergences en th~orie des champs quantifi~s 

par E. C. G. Stueckeiberg et D. Rivier, Gen~ve. 

Comme nous le montrons ailleursa), la causalit6 impose ~ la ma- 
trice S qui d~crit l '~volution d 'un syst~me une structure bien dSter- 
mince: lorsqu'on d~veloppe celle-ci suivant  les op6rateurs de trans- 
lation duns l'espace des quanta,  les coefficients S(i)[T"; u" . . /3 ' ;  u ' . . ]  
sont des int~grales multiples off n 'apparaissent,  h c5t6 des champs 
li~s ~t un seul point de l'espace temps, que les fonctions*): 

De(x/y) = Ds(x/y)+.~2 Di(x/y) x:~ y (]) 

Formellement,  cette structure est aussi celle que l'on obtient par 
int6gration invariante  de l '~quation diffSrentielle 2) d'Svolution du 
syst~me /t la diffSrence suivante prbs : tandis que l ' int4gration con- 
duit  h une expression ~t premiere rue  d6termin4e pour la matrice 
S, la construction causale de S laisse une certaine indetermina- 
tion pour le noyuu integral form5 des fonctions D~(x/y): en effet, 
de lu muni~re dont  ces fonctions sont introduites, il n 'est  pus 
possible de leur fixer u priori une valeur uu point x - y. Cela 
est essentiel: en effet, si l 'on d4fini uussi en x = y la fonction 
D~(x/y) psr  (1) comme doit le faire l ' intSgration de l '~quation diffS- 
rentielle, on est alors conduit  ~ des coefficients S (~) I---] qui diver- 
gent en g6nSrul. Par  contre, l ' indStermination de la fonction 
D~(x/y) au point x = y  permet une dStermination a posteriori des 
noyaux int6graux qui conduisaient duns la th6orie diff~rentielle ~t 
des divergences; cette d4finition est univoque et donne une vuieur 
finie aux coefficients S [. . .] .  Comme nous allons le montrer,  il 
subsiste aprbs cela dans ces coefficients un certain urbitraire; mais 
celui-ci peat  6tre partiellement ~limin5 par des considerations 
physiques. 

Le proc~d5 de dSfinition des noyaux int~graux A ~(x/y) est appuy5 
sur le fait  que les divergences proviennent essentiellement des sin- 
gularit~s non int~grables des produits de fonctions D~(x/y), situ~es 
aux points x = y. I1 est alors indiqu~ de d6finir les noyaux ((vrais, 
h partir  de ceux que donne l ' int~gration en leur Stunt leurs singu- 
larit~s non int~grubles. On y parvient  d'ubord par l 'utilisution 

*) Pour les notations, voyez le second travail cit6 sons 2). 
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d'un op~rateur ~ tel que 19 A ~(x/y) soit int~grable. I1 s uffit de prendre 
pour ~ la multiplication par la fonetion: 

~(~)(iz) = a~,.. ,  a, (iz~') . . .  (iz an) (2) 

off z ~ = xa~--ya~, avec sommation de 1 h 4 sur les indices vecto- 
riels : q . . .  ~ ,  et off n d~pend de l'acuit4 de la singularit& Puis, pour 
conserver au r~sultat sa signification, il est n~cessaire de multiplier 
la valeur de l'int~grale par un op~rateur ~ qui dolt se rbduire, dans 
le domaine off A ~ (x/y) est int~grable, h l'inverse de #.  

La r~alisation de ees operations est simple dans l 'espace de 
Fou~r~.R; si nous ~crivons (en prenant pour fixer les idles un terme 
du deuxi~me ordre) : 

~(~)(~"/~') = f (dx")' ~" (x") ao~' (x") (z) 
o ~ :  

il suffit d'btudier*): 

/1~ q~ (x) = ; ( d  y) '  A ~ (x/y) V (Y) (~) 

o ~ :  

i (D~D~__D~D1)(x--y) A~(x/y) = T 

qui s%crit dans l 'espace de FOURIER: 

(5)**) 

avec: 

(2 ~ ) 3  f (dp), [ ~(~ + ~'-) ~ ~ ((k- ~), + ~~ (6) A~ (k) ~ u t ik~-p~+ ..~. p ~ + ~  

ou encore, en utilisant un Mgorithme dft ~ M. SCIIWINGE~ a) et en 
effectuant la translation 4) p~ --> p~ + uk ~ 

f (dp),A ~ (k~, p2) (6a) A ~ (k) 
avea: 

1 

~.(k~, p,) - - ~ (2 ~)-3 f ~  ~, [p~ + (.~ + (._.~) k~)] (7) 
o 

*) Nous  n o u s  l imi tons  a u  cas  o h  T" e t  r '  d a n s  S 2 [lr" ~"/"r' ~ ' ]  son t  des  sur faces  
l ' in f in i :  v" = - r '  = x a" = oo. 

**) ~0 (~c) es t  la e o m p o s a n t e  de  FOURIER d u  p a q u e t  d ' o n d c s  ~ (x). 
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En lieu et place de l ' int6grale (6a) qui diverge en g6n6ral, comme 
e 'est  le cos ici, nous 6crivons alors: 

(k ~) k ~ 

0 0 

<n) 

o~l n >~ 0 est le plus pet i t  entier tel que: 

j.(dp), o 

ait  un sons. 

La vraie valeur du noyau A*(k 2) est done: 

A~(k~) = A~(k~)+bo+b~k~  + .. .  b,~_~ k ~(~-~) (10) 

off A~r (k ~) est une fonction parfai tement  d6finie de k 2. I1 s ' introdui t  
done n constantes arbitraircs b~ et dans l 'espaee x, A~(x/y) n'est  
d6finie qu'~ la s6rie: 

boS(x y ) + b ~ [ ~ ( x - - y ) §  b ,~-~( ' -~)~(x--Y)  (11) 

pros, faisant apparai t re  des singularit6s int6grables h l 'origine 
x - - y  = 0. Dans l 'exemple choisi (6), on a n = l  et :  

Aaef(k ) = q32i7~ 2 Log ~ - ( / - -  1 

Nous avons 6tudi6 avee cette m6thode los termes de seconde 
approximation et en partie ceux de la troisi~me. 0u  peut  bri~vement 
r6sumer los r6sultats de la mani~re suivante:  

Toutes los divergences dues ~ la limite sup6rieure infinie de k 
(catastrophe ultraviolette) disparaissent. Grace aux constantes ar- 
bitraires b~, dons l ' approximat ion du deuxidme ordre  le terme appel6 
6nergie propre ou masse propre du photon (ou du m6son) peut  6tre 
annulg (dans le cas du photon, il suffit pour cela de poser hullo uric 
des constantes). Dans la m~me approximation,  il est possible d'6vi- 
ter une renormalisation de la charge: la charge induite Ae pout 
6tre annull6e. Notons encore ~ propos de la deuxi~me approxima- 
tion que le courant induit  satisfait  h l '6quation de continuit6, 
moins que le potentiel  inducteur soit lui-m6me indui t  par  un 
courant ne satisfaisant pas ~ l '~quation de continuit6, cas offrant, 
semble-t-il, peu d'int6r~t. 

En troisi~me approximat ion et dons le cas de l '61ectrodyna- 
mique, l '6tude du rappor t  des coeificients des op6rateurs de mo- 
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Quantenelektrodynamik.  ~ ~ :  

ment  intrins~que ~q~ et de m o m e n t  orbital L ~p dans la matr lce  8 
mont re  que ee rappor t ,  qui vau t  9o = 2 en premibre approx imat ion ,  
s'6crit*) : 

g = g o + 2  ~, ~- 

ofi : 
e = s (1 + a e ~) charge de l '~lectron (( renormalis6e )) 

~.~= masse de l'61ectron 
1 

- - - -  E 3 / t -  2 n ~  

a est arbi t raire;  on obt ient  donc:  

g = 2 +  fo [ 1 - -  ,2 (a + . . .)] (18) 

s2a 4 1  cst n6eessaire pour  conserver un sens /~ un d6veloppe- 
ment  e n e .  Done,  limit6 ~ e 2, not re  r6sultat,  qui coincide avec 
celui de M. SCt~VI~'GER5), est ind6pendant  d 'une  renormalisat ion 
de la charge. 
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Relativistic Quantum Theory for Finite Time Intervals 

E. C. G. SV~ECKELBERG* 
University of Geneva, Geneva, Switzerland 

(Received August 11, 1950) 

If transition probabilities are evaluated for transitions occuring during a finite time interval, additional 
divergencies occur different from those commonly encountered for infinite time intervals. The expressions 
obtMned can however be made convergent, if an indeterminacy of time is attributed to each epoch of 
observation. The method is applied to the emission of a photon by a free electron. 

I~ INTRODUCTION 

T H E  results in the relativistic convergent quantum 
theory of elementary particles, which have been 

recently obtained by different authors, x apply only to 
t ime periods of infinite duration between two observa- 
tions. I f  one tries to evaluate transition probabilities 
for processes Which are localized in space-time by a 
sharply defined boundary (for example two time-like 
hypersurfaces specifying an initial and final observa- 
tion), one obtains divergent results. These divergences 
arise from regions near the boundary, where processes 
occur without conservation of the momentum-energy 
component normal to the hypersurface. However, we 
show here that  one can obtain convergent results if 
diffuse boundaries are introduced. We show in Sec. I 
that  this generalization is possible without affecting the 
unitari ty and causality of the array of probability 
amplitude forming the S-matrix. In  Sec. I I I ,  we 

* Work supported by the Swiss Atomic Energy Commission. 
l S. Tomonaga, Progr. Theor. Phys. 1, No. 2, 27 (1946); J. 

Schwinger, Phys. Rev. 74, 1439 (1948); 75, 651 (1949); 76, 790 
(1949) ; R. P. Feynman, Phys. Rev. 76 749 769 (1949)' F. Dyson 
Phys. Rev. 75, 486, 1736 (1949). ' ' ' ' 

evaluate, in second-order approximation, the time- 
independent probability for the emission of a photon 
by an electron. 

Time, with these unsharp limits, no longer appears 
as a parameter, t, whose values t=t  ~ and t=t" are fixed 
for the two limits of the period of evolution, t " -  t'= 2T, 
during which the photon emission takes place. The 
initial and final epochs themselves, ~ t '  and t~-l', are 
now of finite duration, At ~ and At", and must  be given 
in terms of two probability amplitudes for time, if(t) and 
f"(t), describing the precision with which t' and t"  have 
been determined. In the probability dw(oJ) that  an 
electron has emitted a photon of frequency between 
and w+dw during the period considered, the Fourier 
transforms, g'(~o) and g"(w), of the two probability 
amplitudes figure as convergence factors for the 
integral3 We have:  

dw(oJ) = d~(Ig"[~+ [ g,]2)(~)n(w) 
~dw"(~)+dw'(~). (~) 

To g'(w) ~ exp(iwt') ; g"(w) = exp(io~t") correspond the epochs 
f'(t)=~(t--t') and )"(t)=~(t--t") of sharply determined time 
values, for which the integral of Eq. (1) diverges. 
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g'(~) and g"(~o) are normalized to [g'(O) i = [ g"(O) I =1 .  
Their absolute squares are time independent. We are 
thus led to think of (1) as the sum of two probabilities 
for processes which take place only during the epochs of 
the initial and of the final observations. Furthermore, 
these processes show no conservation of energy: e is 
the surplus energy in the final state over that  in the 
initial state. This  excess energy can be interpreted as 
having been furnished by the measuring apparatus 
during either of the two epochs of observation. Then 
[g'(~0) ]2 and I g"(~o) ]z indicate the probability that  such 
an energy is available. 

H. THE CONVERGENCE CONDITIONS FOR 
PROBABILITY AMPLITUDES 

We describe a process taking place in a given space- 
t ime (x-space) region, V, as the annihilation of mo- 
mentum-energy out of the incoming matter  or radiation 
waves and the creation of momentum-energy into the 
outgoing waves. We represent the incoming waves of 
electrons, positrons and photons by the wave packets 
u'(x), v'(x) and 9'(x) with a positive frequency spectrum 
and the outgoing waves by their conjugate complex 
u"*(x), v"t(x) and ~"t(x) with a negative frequency 
spectrum. The particular packets 

ua'(x) = (2~r)-%ra(k'n') exp(ik'x) (2) 

are plane electron waves. A packet (2) represents a 
quantum of sharply defined momentum-energy k', lying 
in the momentum-energy space (p-space) on the hyper- 
surface of rest mass ~, p= h', where 

k '"= + (~ '+  ]k '?)  ~ (3) 

n' numbers the two spin orientations, ~r a in (3) is 
normalized to ~raf'Tr ' a =  2Ki~(n"/n')~for electrons. For 
photons of rest mass 3 ~ we write p=l'  and num- 
ber their polarizations by n ' =  I, 2, 3 (normalization 
~r~"t~""=6(n"/n')). Then the nth order contribution 
to the probability amplitude of a process is the n-fold 
space-time integral over V:  

e'S,E v](u"... ~". . . /u ' . . .  ) 

=i,@x"V(x") . f dy"V(y") f dxV(+ 

• f dx'V(x')...uZ't(x")... r 
(c)A...a... 

XA~,... ( x" -y" ,  �9 �9 . x " - x ,  

�9 . .x"--x' , . . .)u'n(x')  . . . .  (4) 

For sharply defined boundaries, V(x') is a discon- 
tinuous function, with the two values 0 or 1 for 

3 In order to avoid the difficulties connected with zero rest 
mass photons, we suppose the photon to have a finite rest mass, 
small compared to that of the electron. 
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events x '  outside or inside V. The causal* function, 
A(~a"'(x"--y", . . . )  is a covariant function of the 
n- -1  relative displacements of the n events. I t  is con- 
tmgradient  in its indices to the vector, a . . . 8 . . . ,  or 
spinor, A.  �9 -B- . . ,  indices of the packets. 

Let  us now see how the generalization to a continuous 
real function V(x) related to the t ime uncertainties of 
the initial and final observation epochs is possible 
without affecting the unitari ty of the theory or changing 
the causal function A(~). The unitari ty of the S-matr ix 
corresponding to (4) implies that the hermitian part  of 
S ,  is determined in terms of the S~ for m<n. Therefore 
$1 is antihermitiau and is given in terms of a single 
space-time integral of the hermitian interaction energy 
density and the real function V(x). In electrodynamics 
the typical element is: 

~S,[V](u"#'/ , ' )  

=ia-, f dxv(x>(~o"*u",~~ (s) 

In terms of this $1, we define the hermitian part  of Sz 
by means of the unitari ty relation. We obtain for this 
part  expressions of the type (4) (with n =  2), where iA <~) 
is replaced by non-causal functions --{(A~+>+Ac-~). The 
anti-Hermitian part  of $2 is then determined in terms of 
a causality correction I A %  such that  the sum of the 
hermitian and antihermitian parts  gives iA~'~. The 
higher order approximations are obtained in exactly 
the same way. This  procedure shows that  the unitari ty 
and the causality of the S-matrix are independent of 
the particular form given to V(x), as long as it is a real 
function. 

In order to find the convergence conditions of (4), we 
transform it into p-space. The transformed integral is 
n - 1  fold. I f  m is the total number  of incoming and 
outgoing packets, then 

e ' S , E V ] ( k " n " , . . . r ' , . . - / h ' n ' , . . . )  

=i~.(2~)*.+ f dp... f dq... f d .... 

X V(k"--p--q--r . . . .  ) . . .  V( l"+p) . . .  

x v(o+q)... V(--k'+r).-.,~A"t...,C'f... 
(clA...~... 

XA ... .  ( p , . . . q , . . . r , . . . ) ~ "  . . . .  . (6) 

This formula involves the Fourier transforms of V(x) 
and A(c). We shall use the same letters to describe these 
functions in both x- and p-spaces. We see at  once that  
the existence of the Fourier transform of the causal 

�9 By the term "causal" we imply that Al *1 in Eq. (4) is a network 
of causal functions A(*)(x--y) [given in Eq. (9)] describing an 
outgoing wave at y and an incoming wave at x, if x is later than y 
(the "creation at y" precedes the "annihilation at x"), and 
~@e versa if y is later than x. See Stueckelberg and Rivier, Phys. 
Rev. 74, 218 (1948) ; Helv. Phys. Acta 23, 215 (1950); 23, supp. 
III, 236 (1930). 
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function A (*)(p, . . . )  is a necessary condition for the con- 
vergence of the amplitude S,. For the particular case 
V(p) = ~(p) one obtains the usual result: 

~s.E ~ 3(k" n ..... t " .  . . / k ' n ' .  . . ) 

= ie"(2r)'~-J~d( -- k"- -  l " -  - �9 - + k ' + -  �9 �9 ) 

X~atlt... wattt.. . 

(c)A..-~... 
xA . . . .  ( - r ' ,  . . - 0 ,  . . . k ' ,  . . . ) ~ '  . . . .  , (7) 

which is commonly used to define transition proba- 
bilities for a region V extending over "infinite" physical 
space-time. 

IH. P H O T O N  EMISSION BY A FREE ELECTRON 

In the second approximation of quantum electro- 
dynamics, the probability amplitude of an electron- 
electron transition inside of V is 

,~&E v ]( #'/~') 

=~ f dxV(~) f dyV(y),"t(~) 

X(./o%~o~+~A?~ 

~ ( n " / u ' ) ( - � 8 9 1 6 2  (8) 
Its Hennitian and anti-Hermitian parts correspond to 
the separation of the two scalar, causal functions into 
real and imaginary parts according to: 

iA(') = -- �88 ~(-)) +iA('L (9) 

A(~:) are functions involving only definite frequencies 
larger than the sum of the two rest masses K and ~. 

A~-)(-p)=A(+)(p)=/~ [ forp'Xo, (10) 
t 2A(~)(p ~) / 

A(a)(p ~) = 0  for __p2<~ @~_#)2 (11) 

A(*I is the causality correction, defined in terms of A ~1/ 
by the following differential equation 

(e+s,)o+, 

for the Iowest n, for which the principal value con- 
verges3 

Let us now recall briefly the physical meaning of the 
three parts in Eq. (8) due to A (:~) and A (') in (9) : 

(1) W (u ~) is a decrease of the probability of observing 
only an emerging electron u",  due to the process of 

t The integration of (12) introduces a finite series of terms of 
t the type ao+a~pt+ ...+a. ~(p)~- with n arbitrary constants. 

A detailed discusslon of tiffs arbitrariness will be published in the 
Hd~etlca Phys~a Aeta. 

E .  C.  G.  S T U E C K E L B E R G  

photon emission (in which case we should observe the 
outgoing waves u "  and ~,"). 

(2) C(u') is an increase of this probability, due to the 
diminution of the probability for the spontaneous 
process of three quantum creation (photon, electron and 
positron), when the electron state u '  is occupied. 

(3) ~(u ')  is a phase change, different for different 
wave packets, and giving rise to a change of the dis- 
persion law for electron waves l-i.e., differing from (2)]. 

We evaluate these quantities for the space-time region 
V bounded by two time-llke hyperplanes ~ t '  and 
~ t "  defined by the amplitudes f'(l) and f"(t). In 
terms of the Fourier transforms, normalized to [g'(0)] 
= I g"(0) [ = 1, the transform V(p) in (6) (Appendix I) is 

V(p)=~(p)i(2~rw)-l(g'--g")(o~), to=p 4. (13) 

Omitting the ~-symbol in (8) (because it is evidently 
diagonal in the momentum and spin space of the 
electron), we have the following p-space representation 
of S~['V] in terms of W, C and q': 

f 
+~ (2~r)8,2 

W(k')= d~lg"--g'l~(~) h"~ 

X(k'pA~(+)+K2Aa(+))(p), (14) 

p = k ' ;  p'=k'4+w. (14a) 

C is the same expression involving - -h ( - )  instead of 
A (+), and in the phase ~(u') ,  4A(*) has to be substituted 
for A(+). In the limit, where the period 2T=t"--t '  
between the two epochs t" and t t is long with respect 
to their indeterminacles At" and At', a frequency w0 
may be defined 

2T>>wo-i>>At '', At' (15) 

allowing in the integrand of (14) the substitution : 

w-~(2 sinoJT):, for w2<*o0: (16) 

~~ = / _~(ig,,i ~+ ig, i :)(~), 

for oJ2>oJ0 :. (17) 

If  the intergrand is different from zero for ~o=0, W, C, 
and ~I, consist of a time proportional part  plus a time 
independent part. 

In our particular case, we obtain a time proportional 
part for the phase alone. I ts  form, 2TAK2(2k'4) -~, shows 
that  the dispersion law Eq. (2) is affected in the form 
of a rest mass change Ax 2. The value of the invariant 
A~ 2 is undetermined on account of the arbitrary con- 
stants in the definition of A(') in (12). The integrand 
of the time-independent probability (14) decomposes, 
on account of (17), into the two contributions due to 
the two limits of the region V. The four vector, p, is 
the momentum-energy in the electron+photon state. 
The substitution of 2 A(1) for r t4 (Appendix I I )  
gives the following expression for the low frequency 
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probability spectrum to find a photon within to and I t  is also interesting to note that  the emission of a 
to+dto created at  ~ t ' .  photon by a free electron has a simple classical analog. 

The photon field expectation values correspond to a 
~ (to2--u~)! classical radiation field, which compensates (or "inter- 

d~ ' (~ )  =dto  t g'(o,)l ~ - - -  (18) (2~r)~ to~g2 feres away") the point electron's static field at  the 
epoch of observation ~ t '  everywhere, except within a 

This expression may be compared to the frequency small sphere with a radius of the order of the indeter- 
spectrum of the total energy of a spherically symmetric minacy h f  of the time measurement. 
classical radiation field X~(X) of longitudinal photons 
(n '=3).  Writing to=l% the total energy is in such a 
case: 

p4= o- ')l '4 (b* 'n '  

= f d,o4,to(,~*--~,9~(b*b)(t3). (19) 

bt and b are the coefficients of the field q2x~(x), de- 
veloped in terms of plane wave packets ~/~(x) and their 
conjugates of the form (2) with the three polarizations 
n' normalized to ~r~"t*r '~= ~(n"/n'). 

We now determine x ~ from the condition at t=t '  

exp(--Ulx'l)+e x, .  ~(~')=o; x'(~') 4-~ ,:,T:~ ~ ( )' 
(20) 

= - - -  ' "  a,x*(x')=o. a~x(x') /*~ grad~(x ), 

At t=t' ,  this field compensates the static field every- 
where except "inside" of the point particle. We find 

1 e 2 ~ - - ~  
bib(13) (21) 

2 (2~)  ~ ~2v2 

APPENDIX I 

If we wish to interpret the S-matrix as an operator operating 
on a state vector ~b, the state vector refers not to a time like 
hypersurface as in the Tomonaga-Schwinger theory, but to a 
time-llke layer. We may describe such a layer by a real function 
F(x), which has the values one or zero for events x lying in the 
future or in the past of the layer. The region V will then be given 
in terms of the two layers 

Vim) = F'(x) -- F'(x) (I. 1) 

and the S-matrix transforms according to 

C E F " ]  = SEV]C~[F'] (1.2) 

the initial state into the final state. The probability amplitude 
for the time measurement is the gradient of F(x): 

fd(~)  = a~F'(x). (1.3) 
It reduces to a function of time alone in the case considered in 
Section HI. 

f'(x)=0; .f,'(x)~f(t)=(2,0-tf*~d,~,-"'g'(o~). (1.4) 

The Fourier transforms of V(x) is then given by (13). 

APPENDIX H 

In terms of the invariant functions of given rest mass 

D,(+)(x)=(2*r)-~ f do-(k)e~; dtr(k)=(k~)-~(dk) ~ (ILl) 

the A(+)-functions in (8) are 

at(+)(x) = --~D,(+)(x)Du(+)(x)~ --aaa(+)(x), 
(11.2) 

0~A2I+l(x) = --{O~D,;+)(x).Dv(+)(x)--(I/2~t 2) 
Comparing (18) with (19) and (21), we see that  the XoaO,(+)(x).OeO~D~(+l(x). (I1.3) 

classical radiation field corresponding to dw'(~o) corn- From the divergence of (II.3), we can explicitly evaluate the 
pensates the field of the point charge e, except within Fourier transforms for p4>0 and their limiting values for pffi0, 
a sphere with a radius of the order of Af. The energy p4=~+~ and ~<<K: 
density of the total field (static+radiatinn) is strictly aI+~(p)=2A(O(p*)=(2,)-~(--p~)-q-(p2+(K+U)~)(p~+(K--VF)]t 
zero outside of this sphere. ~(2~)-~K-~[2(~-u~)t+~K-1]. (11.4) 

IV. CONCLUSIONS + tt-*(p~+#)2_ 2v2)a (o (/e) 

These arguments show, that  the introduction of a ~-(t+�89 (II.S) 
finite period of evolution in current quantum electro- From these approximations, the expression 
dynamics produces no difficulty of convergence, if 2(k'pA~(m)+K2h~(O)(/e)__~(2r)--6K(U-2(o~--~)l+~K -~) (11.6) 
diffuse time boundaries are used. is obtained, leading from (14) to (18). 



Elimination des constantes arbitraires dans la 
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E l i m i n a t i o n  d e s  c o n s t a n t e s  a r b i t r a i r e s  d a n s  l a  t h 6 o r i e  

r e l a t i v i s t e  d e s  q u a n t a  

par E, C. G. S t u e e k e l b e r g * )  et  T. A. G r e e n * * )  (Gen~ve). 

14. x i i .  (1950): 

Summary:  This  a r t i c l e  s h o w s  h o w  t h e  i n f l u e n c e  o f  t h e  u n d e t e r m i n e d  c o n s t a n t s  
in  t h e  i n t e g r a l  t h e o r y  o f  eollisionsl)e)a) a) c a n  b e  a v o i d e d .  A ru l e  is g i v e n  b y  w h i c h  
t h e  p r o b a b i l i t y  ~ m p l i t u d e s  (X[V] -ma t r i x )  m a y  be  c a l c u l a t e d  in  t e r m s  o f  a g i v e n  
local action. The  p r o c e d u r e  o f  t he  i n t e g r a l  m e t h o d  d i f fe rs  e s s e n t i a l l y  f r o m  t h e  d i f -  
f e r e n t i a l  m e t h o d  e m p l o y e d  b y  TO~IONAOA6), SCn~V~GERS), FEYNMA~r ~) a n d  
DYSON s) in  t h a t  t h e  t w o  s o r t s  o f  d i v e r g i n g  t e r m s  o c e u r i n g  in  t h e  f o r m a l  s o l u t i o n  
o f  a SC]tTLOEDII~G~R e q u a t i o n  a re  a v o i d e d .  These  t w o  d i v e r g e n c i e s  are.: 1) the  
well  k n o w n  ,*sel] energy, divergencies w h i c h  h a v e  b e e n  s ince  c o r r e c t e d  b y  m e t h o d s  
o f  r e g u l a r i z a t i o n  (RIVIERa), t)AULI a n d  VILLARSS)); 2) t h e  m o r e  se r ious  boundary 
divergencies (STuECKELBERG4))due to  t h e  s h a r p  s p a t i o - t e m p o r a l  l i m i t a t i o n  o f  t h e  
s p a c e - t i m e  reg ion  o f  e v o l u t i o n  V in  w h i c h  t h e  col l i s ions  o c c u r .  T h e  c o n v e r g e n t  
p a r t s  ( a n o m a l o u s  g - f a c t o r  o f  t h e  e l ec t ron  a n d  t h e  I~AMB-I~I~THERFORD shi f t )  o b t a i n -  
e d  b y  SCRWlNGER a r c ,  in t h e  p r e s e n t  t h e o r y ,  t h e  b o u n d a r y  i n d e p e n d e n t  a m p l i -  
t u d e s  in  f o u r t h  a p p r o x i m a t i o n .  U p  t o  t h i s  a p p r o x i m a t i o n  t h e  ru le  e l i m i n a t e s  t h e  
a r b i t r a r y  c o n s t a n t s  f r o m  a l l  c o n s e r v a t i v e  p rocesses .  

w 1. c o n t a i n s  a n  o u t l i n e  o f  t he  p h y s i c a l  m e a n i n g  o f  b o u n d a r y  ef fec ts .  T h e s e  
e f f ec t s  i nvo lve  a c lass ica l  f i e ld  w h i c h  d e s c r i b e s  t h e  a c t i o n s  o f  t h e  c o u n t e r s  n e c e s s a r y  
t o  d i s t i n g u i s h  b e t w e e n  t h e  i n c o m i n g  a n d  o u t g o i n g  p a r t i c l e s .  

w 2. t h e  rule  is f o r m u l a t e d .  I t  is b a s e d  u p o n  t h e  u n i t a r i t y  a n d  c a u s a l i t y  cond i -  
t i o n s  d e v e l o p e d  in  p r e v i o u s  publications~)2)~)~).  

I n  w 3. t h e  l i m i t i n g  p roce s s  is g iven  w h i c h  a v o i d s  t h e  i n f l u e n c e s  o f  t h e  b o u n d a r y .  
I n  p a r t i c u l a r ,  t h e  l i m i t i n g  process  n e c e s s a r y  to  a p p l y  t h e  r e s u l t s  to  ze ro  m a s s  
p h o t o n s  is g iven .  

w 4. ,  w 5. a n d  w 6. c o n t a i n  t h e  a p p l i c a t i o n  o f  t h e  ru l e  t o  t h e  second ,  t h i r d ,  and 
f o u r t h  a p p r o x i m a t i o n s  o f  q u a n t u m  e l e c t r o d y n a m i c s  f o r  f i n i t e  m a s s  p h o t o n s .  I t  
is s h o w n  t h a t  a c e r t a i n  a m b i g u i t y ,  r e l a t e d  t o  c h a r g e  r e n o r m a l i z a t i o n ,  o c c u r i n g  
in  t h e  w o r k  of  SC~W~NOER 5) a n d  DYSON s) is a v o i d e d  i f  t h e  exp l i c i t  i n f l u e n c e  o f  
t h e  b o u n d a r y  r eg ion  is t a k e n  i n t o  a c c o u n t .  

*) R e c h e r c h e  s u b v e n t i o n n 6 e  p a r  l a  C o m m i s s i o n  Suisse  d ' E n c r g i e  A t o m i q u e .  
**) Ae tue l l emenb  a n  R a d i a t i o n  ] L a b o r a t o r y ,  ]~erkeley,  Ca l i fo rn i a ,  U . S . A .  
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154 E . C . G .  S tueeke lberg  e t  T.  A. Green.  

w 1. I n t r o d u e t i o n .  

La th6orie quant ique  des partieules 616mentaires (on quanta)  d6- 
e n t  les r6sultats des exp6rienees par les ampli tudes de probabili tg 
pour la t rans i t ion  d 'une dis t r ibut ion des quan ta  /~ une autre.  La 
description spatio-temporelle de ces ampli tudes  distingue entre des 
actions locales ayan t  lieu h un  certain 6v6nement  x (par exemple 
l '6mission d ' u n  photon par  un  61cotton), et des actions ~ distance 
ou actions multilocales (p~r e• la d6flection d ' un  61eetron '~ 
l '6v6ilement :c dans le champ (retard6, sym6trique,  ou causal) pro- 
duit,  ~ l '6v6nement  y, par  une autre part ieule qui subit  6galcment 
un  ehangement  de sa quant i t6  de mouvement-6nergie).  

De telles cr6ations, collisions, et annihi la t ions  sont influencdes 
par  des champs macroseopiques. Pour  6tudier les propri6t6s des 
partieulcs (q6mentaires, il faut  que les actions locales et multilocalcs 

Fig.  1. 
L a  r6gion spat iMe de vo lume  (2 L) a es t  rempl ie  de eompteu r s  qui sont  mis  en 
m a r e h e  ~ deux  6poques,  de dur6e A t '  e t  A U, s6par6es p a r  une  p6riode U - t '  = 2 T.  
L c  c o m p t e u r  indiqu6 est  un  compteur idgal, s'il n ' e s t  ac t ionn6 que pa r  des q u a n t a  

qui  se t r o u v e n t  dans  un  p a q u e t  d ' o n d e  donn6:  
~" (~, t') = X" (~, t") 

Les  observa t ions  son t  reeueillies & l 'o r ig ine  O. 

con t r ibuan t  "~ l ' ampl i tude  examin6e se produisent  routes dans une 
r6gion spatiale donn6e, et pendan t  une pdriode duran t  laquelle 
aueune influenee de la matigre maeroseopique ne se manffeste dans 
eette r6gion. Nous appelons eette rdgion spatio-temporelle la p6- 
riode d '6volut ion V. 

D'autre  part ,  pour pouvoir  observer la dis t r ibut ion des quan ta  
qui en t rent  dans V (distribution. 4ncidente) et la d is t r ibut ion des 
quan ta  qui sor tent  de V (distribution ~mergente), il faut  que V soit 
entour6 d 'une  hypereouehe qua dridimensionelle de mati~rd, ma- 
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c r o s e o p i q u e  (]es c o m p t e u r s )  qu i  e n r e g i s t r e  ees d e u x  d i s t r i b u t i o n s ,  
Or,  la  p r 6 s e n c e  d ' u n  t e l  c h a m p  m a c r o s c o p i q u e  d o n n e  l i eu  h de  n o m -  
b r e u x  p r o c e s s u s  off il y a 6 c h a n g e  d ' 6 n e r g i e - i m p u l s i o n  e n t r e  co 
c h a m p  ( d 6 c r i t  c l a s s i q u c m e n t )  e t  les  p a r t i c u l e s  616menta i res .  D a n s  
les d e u x  f igures ,  n o u s  a v o n s  d o n n 6  d e u x  r 6 a l i s a t i o n s  poss ib les  d ' u n  
te l  c h a m p  m a c r o s c o p i q u e .  

D a n s  l a  fig. 1, ce c h a m p  d6cr i t  l a  m a t i S r e  des  c o m p t e u r s  au  r epos .  
C e t t e  m a t i ~ r e  n e  p r 6 s e n t e  d ' a e t i o n  s u r  les p a r t i e u l e s  q u e  p e n d a n t  

Fig. 2. 
.A t < t' l'espace est rempli d'une sphere compactc de compteurs 61astiques. Elle 
s%largit, puis elle se contraete, en cr6a;nt pendant la 10~riode 2 T une r~gion 
((vide)) entour~e d'une eouche de comptcurs. IJa couche est eomposde de deux 
sortes de compteurs. Les nns enregistrent les quanta incidents (paquets ~p') et les 

autres enregistrent les quanta 6mergents (paquets Z"). 

d e u x  c o u r t e s  6poques .  Dc  pa re i l s  c o m p t e u r s  ( d e n t  les 616ments  d e  
c o n s t r u c t i o n  s e n t  a u s s i  des  p a r t i c u l e s  61~menta i res )  ne  p e u v e n t  
5 t re  e o n s t r u i t s  que  si l ' o n  p e u t  v a r i e r ,  h r e l e n t 6 ,  les  e o n s t a n t c s  de  
c o u p l a g e  e n t r e  l eu r s  616ments  e t  lcs q u a n t a  q u ' o n  d6si re  o b s e r v e r .  
I1 n ' e s t  p a s  en  c o n t r a d i c t i o n  a v e c l a  t h 6 o r i e  des q u a n t a  de s u p p o s e r  
l ' e x i s t e n c e  d ' u n e  t e l l e  m a t i ~ r e  p o u r  d i s c u t e r  des  expSr i ences  i d 6 a l e s  
( G e d a n k e n e x p e r i m e n t e ) .  Ce d i spos i t i f  a l ' a v a n t a g e  de  p e r m e t t r e  de  
f o r m u l e r  u n e  t h 6 o r i e  l i m i t e  p o u r  des  6p o q u es  de  d u r 6 e  nul le ,  c ' e s t -  
�9 h -d i r e  l o r s q u e  les d e u x  h y p e r c o u c h e s  de  la fig. ~ t e n d e n t  vers  d e u x  
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hypersurfaces temporelles. Un pareil dispositif correspond /~ la r6a.- 
l isat ion exp6rimentale de la th6orie diffbrentielle. 

Dans  u n  article pr6c6dent 4) l ' un  de nous a mont r6  quc cette li- 
mite  n 'exis te  pas en g6n6ral. D ' au t r e  part,  m6ine dans les eas oft 
elle existerait ,  les effets d 'une  cer t i tude pareille dans l 'observat ion 
du temps met t ra i t  ~ disposition (sous forme du champ classique) 
une 6nergie a rb i t ra i rement  grande, qui donnera i t  lieu ~ des pro- 
babilit6s 6hermes pour  des actions localis6es pr6s de l 'unc  ou l ' au t re  
de ces surfaces. 

Sur  la fig. 2, un  autre  a r rangement  de compteurs  cst donn6. Il 
peut  6tre r6alis6 pour  au t an t  que des ar rangements  de compteurs  
exis tent  qui pe rme t t en t  d 'observer la direction et le sens du quan-  
t u m  qui les traverse. 

Pour  pr6ciser le formalisme, il est uti le d ' in t rodui re  ici ta noti.on 
du (ccompteur id6al~). C'est un appareil  qui pr6cise dans quel paque t  
d 'onde  ~ 1111 q u a n t u m  incident  ou 6mergent a 6t6 rep6r6. Soit 
M(~)  une dis t r ibut ion incidente. Elle indique, pour  chaque paquet  
inc ident  ~o = q/, ~0", . . . .  le nombre  de quan ta  M (~0) qui s 'y  trou- 
vaient .  L 'ampl i tude  ~/J'[M()], fonctionnelle de M(q~), pr6cisc ainsi 
un  ,~tat incident,). De nl6rne, ~r//'[N()] pr6cise ((l'~tat ~mergent, sous 
forme d 'une  fonctionnelle de la d is t r ibut ion  des q u a n t a  N(Z ) parmi 
les paquets  6mergents Z = Z', Z',  --- Alors l ' ampl i tude  de t rans i t ion  

S [ V ( ) ,  N ( ) / M ( ) ] - ~ S [ V ]  (1.1) 

est fonctionnellc de la r6gion V (ddcrite par un  champ classique 
V(x)) ,  de N(Z ) eL de 2I//(~v). L 'op6rateur  S[V] est ainsi une matr iee  
uni ta i re  dans l 'espaee des deux distr ibutions,  fonctionnelle d ' u n  
champ elassique. Elle relic los deux ((~tats)) pal" la relation : 

~1, = S i V  3 V" : (1.2) 

Si, dans le dispositif de la fig. 1, la limite pour des hypersurfaees 
temporelles existe, on peut  eonsid6rer ~"[N0]  = g/"[t"0, N0] comme 
une fonctiommlle de l 'hypersurface temporelle t =: t"(~). Cette con- 
di t ion est n6eessaire et suffisante pour  donner un  sens g l '6quat ion 
fonetionnelle des temps multiples (STuEe~:ELBERal~ TO~ONAaA6), 
SC~WlNaEI~5)). Cette l imite n ' ex i s t an t  pas, l 'id6e d ' u n  ((6tat g 1%- 
poque t" 0)) doit ~tre abandonnbe.  La description des collisions doit  
done se faire sous forme d 'une  th6,orie expl ie i tement  int~grale (1.2). 

Le champ elassique caraet~risant la r~gion d '6volut ion V est 
une fonction d&termin6e 

={o / 
1 d~ns la r6gion d 'dvolut ion V (1.3) 
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Elle figure dans les int6grat ions spatio-temporelles sous forme 
d 'un  poids ;de l'616ment de volume, que n0us  6crivons sous la forme 

V d x  . . . .  (dx) 4 V ( x ) . . .  (1.4) f 
Les ~poques d 'observat ion de la fig. 1, resp. la rSgion des eompteurs 
de la fig. 2, sent  caract~ris~es par- des champs classiques du type 

~(x)  = ( v  v ~ ) ( x ) ;  a ~ A x  ) = ( o ~ y . o ~ v ) ( x )  (1.5) 

qui ne sen t  diff6rents de z6ro que dans la rSgion de l 'hypersurfacc.  

w 2. Le d~ve loppement  de l'op,~rateur S en ternles  d'une ac t ion  Ioeale h (x).  

Le d~ve]oppement de S e n  fonction d ' u n  param6tre de couplage 
e est o 0  

S = I + ~  e ~ s o o .  (2.1) 
n = l  ' 

La, cont r ibu t ion  d'ordre n 
c ~  

S(~) : ~V' S(~,~) ~ H( , )  + i A(,  o '(2.2) 

est une somme d'expressions multilin~ai'res d'ordre m dans les op4- 
rateurs de er6ation d r (Z) et d 'annih i la t ion  c(~) de q u a n t a  dans les 
paquets ~mergeauts Z(x), resp. incidents  q~(x). La condition d'uni-  
taritb 6tabli t  une relat ion de r~.currenee 

2 n ~ l  ( "" ) t 

d6terminant  un ivoquemen t  la part@ hermit ienne H(n ) de S(,0par l 'ap- 
proximat ion prSe6dcnte. Toute  expression mu]tilinSaire d 'ordre m 
m x +  m~, i- . . . .  ~l ?nz a ]a forllle 

S(,,,,,)[V] , ~ . . .  /X-'. . d t ( z  ) l e ( 9 ) . . .  ' "" .. �9 . . . .  ,5<,,,~)tZ -/9 ") --) 

~: i I,~<~x./'v a.y,:..,/" v ~  (rp"~(~) ~",(y> ... v"~(~)) ". 

(~) ('~.4) x D . . M x  z , y  z . . . .  ) 

Lc symbole ~ indique que l 'expression mult i l in6aire est ordonn~e 
(les d t op(~rant aprOs l esc) .  L'opbxateur I fair eorrespondre /t tout. 
6,tat inc ident  ~/J'[M()] l '~tat  ~mergent ~.P"[N()] qu 'on  ob t ien t  si le 
syst~me satur~ des paquets  f(x) est d6velopp6 en termes du syst6me 
satur6 des Z(x). Les noyaux  D @) doivent  satisfaire ~ la condition de 
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causalitY, discutSe au t re  part2).  El le  exige que  pour  tou te  Constella- 
tion des ~v~nements x, y . . . . .  z, diff6rente  de  l eur  co inc idence  s imul -  
t u n i c  x - y  . . . - - z ,  les D (c) se r6so lven t  en une  somme  de pro-  
du i t s  de fonc t ions  causales d ' u n  seul d ~ p l a e e m e n t  s p a t i o - t e m p o r e l  
1)(o (x z) : 

D(C)(x z , y - - z  . . . .  ) "  D~l(x  z) D ~ ( y  z ) , . . D ~ ( x  y ) . . . §  (2.5) 

D(C)(x y) = D ( + ) ( x - - y )  pour  x 4 ~ y  4 (2.6)*) 

A la d6compos i t i on  de S ( ~ )  en  ses pa r t i e s  h e r m i t i e n n e  e t  an t i -  
h e r m i t i e n n c  (9..2) correspond unc~d6compos i t i on  des n o y a u x  

i D  (~) -- I D m  ~-~r~(~) (2.7) (rim) - -  - -  ~ ( n m )  ~ ~ ( n m )  

N o u s  avons  ~vit~ le signe d '6gal i t6  ( ) en (2.5) e t  y avons  subs t i t u6  
le s igne - e x p r i m a n t  ainsi qua  (2.5) est  inddf in i  lorsqtm d e u x  ou 
p lus ieurs  6vdncmen t s  co inc iden t .  Considdrons m a i n t e n a n t  los con- 
s6qucnees  de cos deux  condi t ions .  L ' u n i t a r i t 6  exige  que  /-/(1)= 0 
d 'of l  il r6sul tc  q u e  D ~ )  -- 0 en  (2.7). La  eausa l i t6  et  l ' h e rmi t i c i t 6  
de AO) e x c l u e n t  nn D~),~)(x--z  . . . .  ) + 0 sauf  p o u r  la co inc idence  
s imul t an6e  de tous  los 6 v 6 n c m e n t s  et  pour  leurs  cons te l la t ions  in- 
f i n i t 6 s i m a l e m c n t  voisines.  U n  tel  D(") est caract6r is6  par  une  distri- 
bution ; 

D ( S )  [ . . . .  (im)~ . . . . . .  ) = a ( x - - z , y  z . . . ) = a d ( x  z) 6 ( y - - z ) . . . ~  . . .  ('2.8) 

E l l e  s ' e x p r i m e  en te rmes  du 6(x) s p a t i o - t e m p o r e l  e t  cFun n o m b r e  
f in i  de ses d6rivSes. Pa r  i n t6g ra t i on  par t ie l l c  (cf. w 3), le Ao)  p e u t  
6tre  rdduit  s une  in t6gra le  s imp le  sur  une  densit~ d'action locale 
h(lm)(x) ct  une  ac t ion  de sur face  cxpl ic i te  (of. w 3): 

Le  d ~ v e l o p p e m e n t  de S e n  t e r m e s  de ce t t e  ac t ion  ~loeale es t  ob- 
t, cnu  de la man ib r e  s u i v a n t e :  

L'unitarit~, v u  la fo rmule  d e  r~currence  (2.3), nous fou rn i t  //(2) 
c t  ainsi la t ) rcmi~re par t i e  �89 n o )  ~(2 ,o  duns la  d6compos i t ion  (2.7) 
des noyaux .  L a  condition de causaIitd d ~ t e r m i n e  ensui te  l ' a u t r e  
p a r t i e  ~ n(8) ~(2 ~) h des d i s t r ibu t ions  (2.8) pr~s. L a  p a r t i e  a n t i h e r m i t i e n n e  
a ins i  d~termin6e,  A(2 ) (resp. n(~) ~(,z ~)J es t  appel6e le compl~ment causal 
de/~(2) (resp. D~)m)). h v e c  leS(2 ) a insi  t rouv~,  on fo rme  A(~) e t  y dS- 
t e r m i n e  les ~,n(~)(3 m) & des nouve l l e s  d i s t r ibu t ions  pros e t  ainsi de sui te .  
L ' a r b i t r a i r e  c o n t e n u  duns Ces d i s t r ibu t ions  est  6gal, ~ des ac t ions  

*)  D ( •  sont  des  fonct ions "~, f r3quences  d4finies ( :L ), of. STUEC~:'~LBERG e t  
RIvI~R2). 
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de  surface  pros,  /~ l ' a rb i t r a i r e  qu i  nous  es t  p e r m i s  dans le cho ix  de 
F a c t i o n  61~mentaire h(1 ~)(x). S est  d6vei0pp6 en t e r m e s  d ' u n e  ac t ion  
616mentaire pr6eis6e s i  une  r~gle d6 te rmine  u n i v o q u e m e n t  le c o r n -  

1 )  " p l 6 m e n t  causal  h ( n  ) (resp. ~(nm)jr~(s) ~ pour  t o u t  H(,,) (resp. D~(~m)) o b t e n u  
p a r  r6cur renee  (2.3). U n e  r~gle pare i l le  se ra i t  la  (~ r~gle natureUe, expr i -  
rn6e par  le s igne d '6gal i t6  en  (2.5). El le  r~dui t ,  pa r  r6chr rence ,  

r)(~) de la deux i~me  d ' a b o r d  l ' a r b i t r a i r e  en (2.5) ~ ] ' a rb i t r a i r e  des  ~(2~) 
a p p r o x i m a t i o n  qu i  doi t  ~tre d~fini en t e r m e s  des po ten t i e l s  sym~-  
t r i ques  (voir  w 4). M a l h e u r e u s e m e n t ,  c e t t e  r~gle ne  p e u t  pas  ~tre 
app l iqu6e  en g6n6ral ,  car  les p r o d u i t s  (2.5) de fonc t ions  in t6grab les  
p o u v e n t  ~tre n o n  in t6grables .  Ceci nous obl ige  s subs t i t ue r  h ee t t e  
r5gle un  proc6d6 plus  g6n6ral  qu i  5 q u i v a u t  h la  , r~gle n a t u r e l l e ,  
p o u r  des p r o d u i t s  in t~grables .  Ce proc~d6 fMt i n t e r v e n i r  ]es deux  
~tapes  s u i v a n t e s :  1 ~ Si le p r o d u i t  (2~5) n ' e s t  pas  in t6grab le ,  on en 
c o n s t r u i t  une  ]onction covariante approximatlve, pD (c) (x, y ,  ...). Elle  
poss~de une  r e p r 6 s e n t a t i o n  de FOURIER et  ne  se d i s t ingue  du  p r o d u i t  
q u e  dans les t r~s hau tes  f r~quences  (d 'o rd re  -P). 2 0 Un  processus 
limite d6fini t  a lors  D (r (x, y . . . .  ) "~ un  m i n i m u m  de cons tan te s  arbi-  
t r a i r e s  pr~s. 

1 ~ La [onction approximative: P o u r  t r o u v e r  pDt~)(x,y . . . .  ), on 
cho is i t  un  des f ae t cu r s  dans (2.5) ct  on le r e m p l a c e  pa r  une  fonction 
non covariante, p a r  exemple  

~(~) ~(o), ~x~, - ~  ~(~,) ~ ( ~ ) , ~ ,  = (e ~ ) - ~ j  dp ~ D~.~ (p) (2.9) 
P 

P d4fini t  l ' i n t~ r i eu r  d ' u n  cy l i nd re  sph~r iquc  resp.  h y p e r b o l i q u e  de 
r a y o n  P a u t o u r  d ' u n  axe  t e m p o r e l  ou spa t ia l .  Le  pD (~) (x y, ...) 
de (2.5) ainsi  d ~ i n i  poss~de n n  d 4 v e l o p p c m e n t  de F o v n ~ n m  P a r  
exemple ,  la  f o n c t i o n  des d e u x  d~p lacemen t s  ~crits en (2.5) p e u t  
5trc d~vclopp4e en 

[- qy) pD(C) (t) ~ q) (2.10) 

eu te rmes  de sa t r ans fo rm~e  de FOURIER. 

rD(~)(p, q) = (2~)  a /'dkD[~'~(p k) l)(~)~'~-k)~('z) ~u D(~) (~) (L)' (2.11) 

L a  fonc t ion  pD ~) (x, y) en (2.10) a pe rdu  sa  covari/~nce au  m 6 m e  
t i t r e  que  (2.9). P o u r t a n t ,  p o u r  un  P a r b i t r a i r e m e n t  g rand ,  il ex is te  
u n  ensemble  a r b i t r a i r e m e n t  g r a n d  de r6f6rent ie ls  de LORE~TZ dans 
lesquels  los pD (~) (x, y) non covariants ne se d i s t i n g u e n t  que  p a r  les 
con t r i bu t ions  h tr~s g rande  f r6quenee .  On  p e u t  alors d~finir  un  
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pD (~')(x, y) covariant si on  f ixe,  pour  c h a q u e  t e r m e  (2.11) d u  dSve- 
l o p p e m e n t  (2.10), u n e  o r i e n t a t i o n  i n v a r i a n t e  du cy l i nd re  P pa r  
r a p p o r t  a u x  q u a d r i v e c t e u r s  p e t  q. Ce t t e  fone t ion  e o v a r i a n t e  (2.10) 
con t inue  "~ re s t e r  l ' 6 q u i v a l e n t  du p r o d u i t  en  (2.5) sauf  p o u r  les con~ 
t r ibu t ions  A ~rSs g randc  f r6quenee .  E n  g6n4ral ,  D (~) (x, y,..) est  une  
express ion  spinor ie l le  e t  tensoriet le .  El le  se r6dui t  A di f f6rents  ter-  
mcs,  eompos6  ehacun  d ' u n  facteul" e o v a r i a n t  (d6pendan t  des deu~ 
vecteui .s  p e t  q) qui  m u l t i p l i e  une  f o n c t i o n  i n v a r i a n t e  (sealaire) 
de la l ongueu r  des trois  v e c t e u r s  $ = p2, ~? = q2, ~-~ (p__q)., 

pD((Op, q) • q2,(p q)2) = pD(,,)(~, ~, ~) (2.12) 

2 o Le passage it la limite P + co. Si la l imi t e  

D(C)(~ . . . .  ) = l in t  p D  (c)(~ . . . .  ) (2.13) 
p=cyo 

exis te ,  la fonc t iou  est  la  fonc t ion  d6finie p a r  le p rodu i t .  Si elle 
n ' ex i s t e  pas,  nous  e h e r c h o n s , . p a r m i  les sys t~mes  d '6qua. t ions ann  
(t6riv6es par t ie l l es  qui  suf f i sen t  ~ d ~ t e r m i n e r  D(~)(~ . . . .  ), 

0"~0~ .... ,~ . . . .  D(~)($, ~2, .) = lira 0"~0",~ ,, . . . .  pD(~)(~, V . . )  (2 .14)  

le ,syst&me dOfinissant, p o u r  lequel  a) lc d e u x i f m e  I n e m b r e  exis te ,  
e t  b) la so lu t ion  ggn~rale D(O(~ . . . .  ) poss~de le min imum de cons- 
tantes arb i t ra i res .  Ce D(~)est donn~ A un  p o l y n o m e  prb~s. C 'es t -A-dire  
la t r a n s f o r m a t i o n  s u i v a n t e  res te  poss ib le :  

D' (~)(p, q) = D(~ (p, q) 4 o (p ~, q2 ( p  q) ~) (-2.1~) 

a (p2 . . . .  ) es t  un  p o l y n 6 m e  en p~, q2 . . . .  c o n t e n d n t  cc i n i n i m u m  dc 
cons tan te s  a rb i t ra i rcs ,  so i t  la  r c p r 6 s e n t a t i o n  de F o u ~ a  d ' une  
d i s t r ibu t ion .  Ce t te  r6gle es t  la g6n6ra l i sa t ion  rechereh6e  de  la ((rbgle 
na tu r e l l e , .  Car,  si la l imi t e  (2.13) e :dste ,  l ' 6qua t i on  (2.13), est  elle- 
m 6 m e  le s y s t 6 m e  d6finissant .  

w 3. Les actions de surfaec.  

10 Actions de surface implicites : E n  chois i ssan t  c o m m e  paque t s  
des ondes p lanes ,  on c o n s t a t e  que  les in tggra les  d ' e s p a e e - t e m p s  
e n t r a n t  d a n s . l ' e x p r e s s i o n  des  a m p l i t u d e s  de  t r ans i t ion  qu i  se rap-  
p o r t e n t  A des processus conservati[s, son t  p ropor t ionne l l e s  ,s l ' hype r -  
v o l u m e  2 T (2 L)a 1. E n  p lus  de ees proeessus ,  il y a les processus 
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non-conservatifs qui emprun ten t  de l '6nergie et de l a  quant i t6  de 
m o u v e m e n t  au champ elassique. U n  exemple d ' u n  tel processus 
(l '~mission d 'un  photon  p~r un 6]ectron) a 6t6 diseut6 autre par t  4) 
Les ampli tudes sen t  proportionnelles g (2 L) ~ seulement  (aire de 
l 'hypersurface).  Nous les appelons actions de surface implicites. 
Dans une approximat ion donnSe, eertaines actions seulement con- 
t i ennen t  des processus eonservatifs. Dans les ampli tudes  de tels 
processus, l ' influenee des compteurs peut  6ire 61irnin~e si l 'on  
donne h la r6gion V des dimensions grandes par rappor t  aux dimen- 
sions des hypercouches. Pour  rendre n6gligablc la eont r ibut ion  des 
proeessus non eonser~,atifs dans le dispositif de la fig. 1, on doit 
passer '~ la limite 

2 T ~ > A t " ,  At'>~-~].c ~ (3.1) 

off u est la masse de la particule la plus ldg&'e. 

2 ~ Actions de surface explicites: Outre les actions implicites que 
nous venons de discuter, l ' in t roduet ion des actions & distance infi- 
nit~simale sous forme de dis tr ibut ions (2.8) fair apparai t re  des ac- 
tions de surface qui cont iennent  explici tement  les champs macros- 
copiques (1.5). Par  une  int6gration partielle, on d6montre que la 
difference entre une action locale et une action .'s distance infini- 
t6simtde est une action explieite de surface. Par  exemple 

tVd.~./" Vdy (~  (x) z (y))-  ,~ (x--  ,,) (~ Z) 

=./',, dx (~ Z)- (~) (,~'> .-) 

1 " 7./V<~x(~ [] z + (D~)z)-(.*~') 

- / ' V d x . / ' V d y ( ~ ( x )  Z (Y))-  ~ 6(x y) 
] . 

=~./~d~(~DZ+(m~)z)-(x)+ f,~:d:~(~oz)-(.~.) (a.a) 
Les deux champs elasslques V(x)e t  ~ ( x ) "  de (1 .5)f igurent  done 

expl ie i tement  dans les intdgrands spatio-temporels.  Pore" ~,viter 
qu'ils con t r ibuen t  aux ampli tudes de probabilit6, il faut  de nouveau 
donner  aux @oques d 'observation une  dur6e suff isamment  longue 
(3.1) pour  qu ' aueun  effet ne se produise dans ]a r6gion des comp- 
teurs. On volt  en (3.1) que la limite ff --> 0, c 'est-h-dire le passage iJ. 
l%lectrodynamique des photons ~ masse nulle, fait  in tervenir  des 
dur~,es infinies pour los 6poques &observation.  

11 
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w 4. La d e u x i ~ m e  approx imat ion  en 41eetrodynamique.  

1 0 R6sum~ de la th6orie. Nous  app l i quons  la r6gle 6tablie au  w 2 
p o u r  d6ve lopper  S en  t e rmes  de. F a c t i o n  t r i l in6ah 'e  

aG)(x)  = ( ~  ) (~) J~(~) = (/ /%- ~)~(x) (4.~) 

El le  con t i en t  u n  c h a m p  f, ensor ie l  (champ des photons de "masse 
non nulle #)  sa t i s f a i san t  aux  6 q u a t i o n s  d ' o n d e  

0~r 0fff~ - B ~  = 0;  O~B ~ #2~p~= 0 (4.2) 

qu i  son t  6qu iva l en t e s  h 

([q /~2) ~c~(x) = 0 ;  O~ 9~(x)  = 0 (4.3) 

e t  un  c h a m p  spinor ie l  (champ des positrons-dlectrons de masse ~) 
a y a n t  los 6qua t ions  d ' o n d e  

u * ( x ) ( r O - - ~ ) = 0 ;  ( y O + ~ ) u ( x )  = 0  (4.4) 

L a  n o r m a l i s a t i o n  des paque t s  eat con t enue  dans  les lois hab i -  
tue l les  de  c o m m u t a t i o n ,  rcsp. d ' a n t i c o m m u t a t i o n .  Nous  n ' 6c r ivons  
ic i  q u e  le,s re la t ions  

i [ ~ , ~ ] ~ _  = ( g ~ - - / ~  ~GOo)D!O~(x ' ~) I = D  (~ ( x ' - - x )  1 (4.,~) 
P P t t  L ) - (~)~fl 

[u ' ,u+]+= (~O "41)<~ +~ 1 = A<~ 1 (4,6) (~) \-~ ~,] (~) 

2 0 La premi6re approximation 

Sa)  = iA(I:~ ) = i f~ r d x  hi~:~ ) (x) (4.7) 

ne  c o n t i e n t  a u c u n  proccssus  conse rva t i f .  Les procesm]s non-conse,r-  
va t i f s ,  qu i  e m p r u n t e n t  de l ' 6nerg ie  au  c h a m p  supe~rficiel, o n t  6t6 
d iseut6s  au t re  par t4) .  

3 0 L a  deuxidme approximation, 6e,rite c o n f o r m 6 m e n t  au  d6ve lop-  
p e m e n t  mul t i l in6a i re  (2.2) et  (2.4), a la f o r i n t  

$2( ) IV]  = S  20(. ) +$2~(- ,_,) + S 24, + 8 , 2 ~ , ( , ,  , . ,  H ( 2 ) + ' i A ( 2 )  

i "Vdx "Vdy : ] ./ ( •   D(O) ,, \ 2 (20) x .~ ' /  

I ~x D(C) ~ �9 " t  . (c) . 2 q) (x) (2,z)~(x--Y) eP (Y) - - zu  (x) A(e2)(x--y ) u ( y )  

- -  iu* (y fp) (x)/11.~)~) ( x - -  y)  (3' ~P) u (y) 

q - + J ~ ( x )  D{~))ccfl(g--y)Jfl(y))---~(S~I)S(1))"[V ] (4.8) 
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Le terme sixlin~alre n e  c o n t i e n t  a u c u n  n o y a u .  Les  deux termes 
quad~ilin$aires o n t  des  n o y a u x * )  

(c) D(~)(x) AI~)(x ) (4.9) 

l )  (~  ~ '~ : (4.10) 

d a n s  l e sque l s  le c o m p l 6 m e n t  causa l  d o i t  e n c o r e  ~tre d6f ini .  Ce com-  
p l 6 m e n t  i n t r o d u i t  dans.,4(ea)des actions 5 distance (actions bilocales) 

h(,~4 ) (x, y) = ~ J" (x) DI~ )~, (x - y) J #  (y) 

--iut(r~)(x)Al'~))(x y ) ( r ~ ) u ( y )  (4.11) 

~{~) e o m m  des  pures actions & distance N o u s  d6 f in i s sons  A (~) e t  ~ #  e 
cn  les r e p r S s e n t a n t  p a r  des  potentiels sym~triques 

( ~ - - ~ )  (~) ~(x) + /~-~O~ O~(x)  

(~) v" )  

qu i  s o n t  i n t ~ g r a b l e s .  C ' e s t  p a r  c e t t e  d ~ f i n i t i o n  que  n o u s  m a r q u o n s  
l ' a b s c n c e  d ' a c t i o n s  locales  q u a d r i l i n S a i r e s .  N o t r e  r~gle d o n n e  a lors  
]es c o r r e c t i o n s  causa les  des  termes bilin@aires 

1 D(S) ,. h( , ,~)(x,y) := ~(9~(x )  q~#(y) - (em:z(x y) 

i tJ , B - ~s) . - -  ( ~  ( x ) u  (y) A(emA,(x  y ) )  (4.13) 

p a r  lea d e u x  p r o d u i t s  

D ( S )  (~,,~ . 1 A(S )  ' A(~)  ~ (])(s)) ( ~ ) ~ # ~ /  - - , ~ t r a c e  ( ~  {~ ) ( x )  y #  (~ ) (  x )  . . . ( 4 . ] 4 ) * * )  

A(S) 1 ,~.(x) , T ~  (AI~(~) DI'~Ax) + ?!{?)~ (4.~) 

*) R~gle de nota t ions  p o u r  les n o y a u x .  Les  l e t t r e s  D c t  A s o n t  u t i l i s6es  p o u r  
les n o y a u x  t enso r i e l s  D~#, reap .  sp inor ie l s  •AB .  Les  ind ices  s u p 6 r i e u r s  (1), (~) e t  (c) 
s o n t  e m p l o y 6 s  p o u r  m a r q u c r  l a  d6eompos i t i on  d e s  n o y a u x  causa l s .  D e u x  indices  
n u m 6 r i q u e s  in f4 r i eu r s  (nm) i n d i q u e n t  que  ce n o y a u  a p p a r a i t  d a n s  l a  n - i~me a p p r o -  
x i m a t i o n  d ' u n  t e r m e  m-l in6a i re .  Les  indices  i n f4 r i eu r s  (~),(u), {~+~) i n d i q u e n t  
l ' ~ t endue  s p a t i a l e  ( ~  ~ - l ,  /~ 1, (~+/~) -1)  des  n o y a u x  s p a t i a n x  o b t e n u s  p a r ' i n t 6 -  
g r a t i o n  s u r  le t e m p s .  Les  l e t t r e s  G e t / ~  son t  des  f o n c t i o n s  tensor ie l les ,  r e sp .  spino-  
rielles, u t i l i s6es  p o u r  d6 f in i r  les n o y a u x .  A p p l i q n 6 s  s ees fonc t ions ,  lea ind ices  (s), 
(~), e tc .  g a r d e n t  l eu r  s ign i f i ca t ion .  L ' i n d e x  n u m 6 r i q u e  (t) n u m 6 r o t e  les diff~- 
r e n t c s  f o n c t i o n s  G et  1" d ' a p r ~ s  l c u r  en t r6e  d a n a  le t e x t e .  De  t o u s .  ces ind ices ,  
n o u s  o m e t t r o n s ,  d a n s  les ca l cu l s  i n t e rm6d ia i r e s ,  c e u x  qn i  son t  s o u s - e n t e n d u s .  

**) (1)..(s). es t  la  t c r m e  o b t e n u  p a r  pe~lmuta t ion  des  i nd ices  (1) e t  (s) 
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Le terme z~rolin~aire (en I)  eon t i en t ,  dans  sa  pa r t i e  h e r m i t i e n n e ,  
une  d i m i n u t i o n  de  la  p robab i l i t 6  de t r o u v e r  du vide,  d i m i n u t i o n  
due  ~ l a  p r o d u c t i o n  spon tan~e  de t rois  q u a n t a  d 'apr~s  A(~a) de la 
p r e m i e r e  a p p r o x i m a t i o n .  Son c o m p l 6 m e n t  causa l  6 q u i v a u t  "& un  
c h a n g e m e n t  de  phase  a r b i t r a i r e  s t  i n d ~ p e n d a n t  de l ' 6 ta t  i nc iden t  
e t  ne  con t i en t  done  aueune  a c t i o n  obse rvab le .  

4. Evaluation des produits: E v a l u o n s  m a i n t e n a n t ,  en s u i v a n t  
n o t r e  r~gle, les n o y a u x  des t e r m e s  bil in~aires.  E n  ve r tu  de  l ' i den-  
t i t6  de SCI=s 

1 

j ' d u S ' ( a  t-(b a) u ) =  (a 16(b)§ l~(a)) (4.16) 
o 

on t r o u v e  la t r ans fo rm~e  a p p r o x i m ~ e  

PD('-'2)~ (P) ~,~)~ . . . . .  - - - , 2 p k ) )  
l" 0 

• li(p~t~, + p~/,:~--~ # s,:~)- g~  ( p / < -  t ~ - -  ~'~)] (4.~7) 

L a  sonune  ~ tan t  c o n v e r g e n t e  p o u r  une  r6gion  / )  finie, les i n t eg ra -  
t i ons  p e u v e n t  6t re  i n t e rchang6es .  (4.17) es t  c o v a r i a n t e  si it ~ ddcri t  
un  cy l indre  de r a y o n  P a u t o u r  du  v e c t e u r  p. Ce t te  o r i e n t a t i o n  du 
cy l i nd re  est  te l le  que  (4.17) es t  i n v a r i a n t e  p a r  r a p p o r t  h la  trans- 
lation de l'origine k' k up, n~cessaire  p o u r  m e t t r e  en  ~v idence  
les fonc t ions  scala i res  de pC. E f f e c t n a n t  ce t t e  t r ans l a t ion ,  on o b t i e n t  

1 

p (22) ~/t kP'] i2  7~)3 d'lb 
0 P ! 

,~ , ,  (4.is) 

A (p", u) = p~ ( u - - u  ~) + x~ (4.19) 

P o u r  s implif ier ,  nous  avons  d6 ja  uti l is6 les re la t ions  

./'dJ~k~/(t~ ~) = o; /'al~l~k~'/(~ 2) = 14 .q~s/~et~l~/(l~2) (4.~0) 

d o n t  la deuxi&mo no dol t  Otre app l iquSe  q u ' a u x  d6riv6es des sca la i res  
dans  (4.18) qu i  c o n v e r g e n t  p o u r  P : oo. L a  dOfinit ion de D(22 )(s) ~ (p) 
se f a i t  s pa r t i r  de (4,18) en  e m p l o y a n t  la rggle  ggn6rale (2.14). L ' i n -  
tSg ra t i on  en k p e u t  ~tre e f fec tuSe  sur  la  p r e m i e r e  d6riv~e (par  rap-  
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p o r t  A pS) des sca la i res  i n d 6 p e n d a n t s  de k z e t  su r  la  deux i~me  d6riv6e 
des  t e rmes  a v e c  k u si l ' on  u t i l i se  les va leurs  l imi tes*)  

l i ra  f dk ~" (k s + A) = -24- 

l i m  f d k k S ~ " ( k ~ + A )  2ZA (4.21) 
P ~ p  

On t r o u v e  quo 
(s) D(22)~(p ) := (p~pz g~zP:) G(p 2) 

.4- b o p~ p~ -4- (b I + b2 pS) g ~  (4.22) 

es t  d6 te rmin4  en t e r m e s  d ' u n e  f o n c t i o n  G (ps) e t  de trois constantes 
arbitraires. V u  q u e  les n o y a u x  d6finis en d e u x i ~ m e  a p p r o x i m a t i o n  
a p p a r a i t r o n t  .dans  les a p p r o x i m a t i o n s  sup4r ieures ,  il es t  a~zanta- 
g e u x  de les 6crire dans  une  f o r m e  off l ' o p S r a t e u r  d ' o n d e  es t  mis  en 
6v idenee .  On o b t i e n t  alnsi 

+ g~(b~ ~,~ (v ~ + ,~)  b~) (4.2:~) 

On se r e n d r a  c o m p t e  que  G(0) ne  con t r l bue  en qua t r iSmc  a p p r o x i -  
m a t i o n  q u ' a u x  effe ts  de su r f ace  (elle c o n t i e n t  une  c o n s t a n t e  arbi-  
t ra i re) .  G(o es t  u n e  fone t ion  d6finie  qui  f i gu re rn  dans le rSsu l t a t  
(LA~B shift) de  la  q u a t r i b m e  a p p r o x i m a t i o n .  

/ " / 2 1 4"~ dv~v--~-v ) 

~(~) (1) 16~2 *]o (1 + Pe(1-v2) ) ( 4  gz 1 ~(1--v~)~4_~ ] (4.24) 

P o u r  ~va lue r  (4.15), il es t  u t i l e  de d~compose r  ce sp ineu r  en  

(s) ~(,,s)(v) ~ t % ) ( p ) '  . . . .  ~ (") = -dH (us)(P) (4.25) 
' 2 ~ 2  

c o r r e s p o n d a n t  a u x  deux  t e r m e s  dans  (4.5) e t  (4.10). L ' ~ v a t u a t i o n  
~(~) N o u s  l%cr ivons  sous  une  de  A(1~)(p) est  a n a l o g u e  A celle de ~(2e)~- 

f o r m e  ana logue  ~ (4.23) en m e t t a n t  en 5v idence  l ' op~ ra t eu r  d ' onde .  

(s) L]z(22)(P) = ( i r P  + ~) /'(1)(P) ( i r P  + ~) 

+ ba ". + b4 ( i r p  + ~) (4.26) 

F(~) (p) es t  u n  sp ineu r  d6fini e t  les deux  c o n s t a n t e s  son t  a rb i t r a i r e s .  

*) L'6valu~tion invariante en coordonn~es polaires hyperboliques donne 0 �9 o~. 
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Consid6rons m a i n t e n a n t  (~) AH(22)(p). D'apr6s (4.15) et (4.9.5), on t~ 

pa.(22)(p) = i2 ~)3 ( i ( r ,  p - k )  (rk)](~ ' 
P 

a = k 2 ! t~2; b = ( p - - k )  ~ F-z 2 (4.27) 

Nous 5crivons l 'expression spinorielle [ . . . ]  sous 1~ fovme 

[ . . . ]  ~ ( i : , p  + ~) ( i (7 ,  p - k )  ~ ~) ( i r p  + ~) 

( i T p  + ~) b - - i y k b  (4.28) 

Alors l ' ident i t5  b 5 (b )~  0 ct la rSgle 

Jim fdk ~(k2 ~ f,~)~, o0,it. (4.2~) 

d6terminent  (~ un termc du type b a ( i y p  + ~) prSs) 

~L.-~)(p) ~:-(~;~p + ~) ~(~(p) (~rp+ ~ (~.~0) 

o) est une function ~ d4finir en employan t  la r~gle pour 6valuer 
lc produit  

# ~ ( P )  (2~)~ ~(Dl%(k)~('(p~(~, k~+(~'~)) (4.31) 
P 

Elle cont icnt  deux constantes  arbitraires.  Nous montrerons  quc 
0) (P) ne contribue en quatri6me approximat ion  qu ' aux  effets 

de surface. 

5. Discuss ion des actions introduites par  la deuxidme approx ima-  
tion. La mise en 6vidence des op~ratenrs d 'onde p 2 §  ttu, rcsp. 
i y p  § ~, montre  par in t6grat ion partielle que, des actions bilin6aires, 
seule Faction locale 

1 
h(22) (x) = - -  =2 bl/~2(99) 2-(x) - - i b a  ~ ( u t u ) - ( x )  (4.32) 

est explici tement ind6pendantc  de la surface. Elle cont ient  une  
contr ibut ion proportionnelle au -vo lume  (2 L) a 2 T de la p6riode 
d'6volution. On peut  montrer ,  qu 'h des effets de surface prbs (4.32) 
est 6quivalent  ~ une renormalisat ion des masses, d6jh arbitraires, 
tt et x du photon,  resp. de l'61ectron, qu 'on  a introdui tes  dans la 
th6orie. 

Les actions bilocales quadrilin6aires (4. 11) donnen t  lieu aux pro- 
cessus conservatifs de l ' in terac t ion entre  deux charges, de l 'effet 
Compton, et de la product ion de paires. 
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L ' i n t e r a c t i o n  en tre  d e u x  charges  e o n t i e n t  u n  t e r m e  ~ 1//t  2. P a r  
i n t 6 g r a t i o n  pa r t i e l l e ,  ce  t e r m e  se r 6 d u i t  h u n e  a c t i o n  /~ d i s t a n c e  
e n t r e  des  6 v 6 n e m e n t s  de  su r face  p a r c e  que  la  c h a r g e  sa~isfa i t  /~ 
l ' 6 q u a t i o n  de  c o n t i n u i t 6 .  L ' i n f l u e n c e  de  ce t e r m e  p e u t  6 t re  n6gl ig6e  
si l a  l i m i t e  (3.1) e s t  a t t e i n t e  de la  m a n i 6 r e  d6c r i t e  ~ l a  f in  d u  w 3. 
D a n s  les  t e r m e s  de  l ' e f [e t  C o m p t o n ,  o n  d 6 m o n t r e  q u e  l ' a m p l i t u d e  
p o u r  l ' 6 m i s s i o n  e t  l ' a b s o r p t i o n  d ' u n  p h o t o n  l o n g i t u d i n a l  d e v i e n t  
p e t i t e  p a r  r a p p o r t  a u x  ef fe t s  t r a n s v e r s a u x  si t t  -> 0. 

w 5.  L a  tro is i6me a p p r o x i m a t i o n .  

P o u r  l ie p a s  a l l o n g e r  n o t r e  expos6 ,  n o u s  ne  d o n n o n s  pa s  la  for-  
n m l e  e x p l i c i t e  a n a l o g u e  ~ (4.8), m a i s  n o u s  n o u s  b o r n o n s  ~ d i s c u t e r  
le t e r l n e  t r i l i n6a i r e  e n  u t u~p (x)*).  L ' a c t i o n  c o n t e n u e  d a n s  son  
c o m p l 6 m e n t  c~usal  e s t  d ' a b o r d  t r i l oca l e .  On a 

h(s3)( x ,  D ( 2 2 ) ~ ( x - -  y)  D( , )  ( y - -  ~) J (z) _ 1 . . . . .  ((l)(1)) Y, 

* (s) I ((1)(1)) + u  (x) A(2 . , ) (x- -  y ) A l % ( y  z) ( y q ) ) u ( z ) - - ~  . . . 

+ u * ( r g 0 ) ( x ) n ( ~ ) ( x  y) (~) ? l (!1). (1)) ~(~) A (,~) (y  - -  z) u (z) - -  ~4 

+ u * ( x )  A l ~ ) ~ ( x  y ,  y - - z )  u ( z )  ~p~ (y)] ~ (5.1) 

Les  t r o i s  p r e m i e r s  t e r m e s  c o n v e r g e n t  sans  a u t r e  e t  s ' e x p r i n m n t  
en  t e r m e s  des  f o n c t i o n s  a p p a r u e s  d6j / t  en  d e a x i 6 m e  a p p r o x i m a t i o n .  
Le  n o y a u  n o u v e a u  es t  le p r o d u i t  

A(~) (~ . l (~,e A(~) ( x ~ ,  z](~)/~,~ol)(~) (~,. + y) 

1 (1)(1)(]) -t- (s.)!l).(s) __ (i.)(..e)(s)) __ V ( , . . ' )  ( 5 . ~ )  

Le  d e r n i e r  t e r m e  --- ~ ( . . . )  c o n v e r g e  s ans  a u t r e .  P u i s q u ' i l  ne  con-  
t r i b u e  p a s  a u x  p r o e e s s u s  c o n s e r v a t i f s  de  la  q u a t r i S m e  a p p r o x i m a -  
t ion ,  il s e r a  omis  de  l a  d i scuss ion  a u  m 6 m e  t i t r e  q u e  les ~ ( . . . )  
d a n s  (5.1).  P a r  a n a  logie  avec  (4.9.5), n o u s  m e t t o n s  e n  6v idence  l a  
con t r i bL l t i on  due  a u  t e r m e  ~ / ~ - 2 .  

A ( s ) a _ _  A(s )~  L 1 A(s> ~ ( 5 . 3 )  
(33) ~ '1(33)  ~ ~ /z .2  ~ I 1 ( 3 3 )  

*) ])ans les termes de plus haute lin6arit6, les produits (2.5) convergent. ],es 
termes lin6Mres et trilin6aires en ~o sont nuls pour des raisons de sym6trie. 
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La  premiere  pa r t i e  ( ~  1) est  

Z](S) / ~  1 / I ~ ' r ' q ) ~  2 ( 2 ~ ) . ~ . _ d k ( ( b c ) - X S ( a ) §  -J 6(b) ~ (ab) 16(c))  
P 

x g,.,, (r" (~ (r, p - k) ~) r~ (~ (r, q -k) ~) 7 9 

a = ( p - - k ) e + ~ 2 ;  b ( q - - k ) Z + ~ z ;  e - - k 2 + f f 2  (5.4) 

El le  sera  ~valu6c a n a l o g u e m e n t  ~t la  premibre  p a t t i e  de (4.9.5). 
L ' i d e n t i t 6  de SCmVINC, En h e m p l o y e r  est 

((bc) 1 (~(a) + . . . )  
1 1 

"d~. ~"(~ (1--~)+ ~-(~+b),~+ ~- 
- - 1  0 

La  convergence  de (5.4) nous  p e r m e t  d ' i n t e r c h a n g e r  de n o u v e a u  
les int~,grations.  P a r  contre,  p o u r  m e t t r e  les va r i ab le s  scalaires,  

$ :  p2 V q2 et  ~ = ( p  q)2 (5.6) 

en  5videnee,  u n e  t r a n s l a t i o n  

u 
k'  = 1,: y (p  + q + ('p - -  q) v) (5.7) 

do l t  6tre effectu~e. Elle 1Msse i n v a r i a n t  le d o m a i n e  P (cyl indre) ,  
seulement si celui-~i est orient~ paraU~lement & l 'axe p + q + (p - -  q) v 
d~pendant du scalaire v. E n  v e r t n  de (5.5), c h a q u e  fac tenr  scala i re  
dans  (5.4) est u n e  so m m e  sur  des c o n t r i b u t i o n s  d 6 p e n d a n t  de 
ce scalaire  v. Ce e h a n g e m e n t  d u  domaine ,  a t t r i b u a n t  ~ c h a q u e  
c o n t r i b u t i o n  u n  cy l indre  h o r i e n t a t i o n  diff6rente,  ne  peu~ affecter  
que  la pa r t i e  due a u x  trSs hau tes  fr~quences.  

Le r~su l ta t  f ina l  est  l ' express ion  cova r i an t e  

1 1 

A(.)~ I~ 1 " d r  f d k ~ " ( k ~ + B ( & n . r  
--1 0 P 

x ( < ( i ( r ,  p - r ) - . )  ~'~ (i (r. q =  ~)-.~) r ~ - ~ ' r  ~) 

r = ~ (p + q + ( p - q )  ~) (5.8) 
avec  

B (~, ~, $, u, v) =/z~ (1 - -  u) + P~+~-~ (u - -  u u) (1 § v) 
- -  2 

+ ~ ( q * +  ~2) (u ~ u s) (1 - -  v) + ~t ~ ~2 (1 -~ (P -  q),~(1 - v~)_! 
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Le premier  t e rme  converge. Au deuxigme terme,  ia rbgle fair  eor- 
respondre le syst~me d6finissant 

2 ~  O~LnB(~'2"-) (5.9) lira Oo f R(e . . . .  ) )  
p~oo p 

Elle mont re  que la fbnetion logar i thmique du deuxi~me membre  
es~ la solution g6n6rale avee une eonstante  arbitraire.  Met t an t  en 
6videnee les op6rateurs d 'onde,  on peu t  6erire: 

A(~)~' (p, q)= ( irp + u) l~i~)(p, q) + I'(~C( q, --p) (i),q + n) 1(33) 

+ ~,~ ((v" q)' + "~) a(~) ((P - -  q) 0 N2 

�9 % ( 0 - q ) 9 )  
1 

: - -bsY=;  a~r = ~-D'% y ' ] - .  (5.10)*) 

Les termes  eontenant  la fonetion spinorielle/'~e) n ' a p p o r t e n t  pas 
de eontr ibut ion dans l ' exemple  diseut& Nous 6crivons par  eontre 
les fonetions sealaires qui d6terminent  1~ constante 2. 

1 1 

G,2)(g ) = [ 1 6 1  j " u , d ~ / d v  1(1-- , ,  + ~ - ( 1  q- v~)) 
0 --1 

r B ( - - ~ ' ,  - -~ ' , r  
#z 

r ([r [ _ # 2 ] )  (5.11)**) 

1 1 

O(4)(g) = u d u  dv B(-~, , - ,~ ,r  
0 --1 

0(3)(~- ) = ~ (G(4)(~-)_G(,)(_/~2)); ~. = a m  ( # 5 )  (5.12) 

La deuxigme part ie de (5.3) est 

Als)= (~ P--II  (33)',/" q) ~ (21:rr / d k  (r  l~. ~.. r ~') ]~, k ,  ( ( b c )  - 1  (~ (a) - { - . . . )  (5.13) 
P 

Elle cont ient  l 'expression spinorielle et les facteurs  6(a) . . .  de (5.4). 

*) Dans (5.10) T(~)7~B = F ~ {2)BA " 
**) [~] et  [--/~=] song le premier" te rme ~vMu6 p o u r  ~ eg pour  ~ = - l u  =. 
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E n  ana]ogie pa r f a i t e  avee  (4.27) e t  (4.28), on  r~ar rangc  l ' express ion  
spinoriel le  p o u r  ob ten i r  la  f o r m e  s u i v a n t e  (A ~ est  un  sp ineu r ) :  

(ky) (. ~..) (k~) = ( i y p  + ~) A~(p, q, k) ( iyq  + ~) 

- ( i r p  + ~) ( i  (~, p - k ) -  ~)r~b 

- - 7 ~ ( i ( r , q  -k) ~ ) ( i r q +  ~ )a  

- -  7 ~ a b ( 5 . 1 4 )  

A u  dern ie r  t e r m e ,  In r~gle (4.29) fa i t  co r r e spond re  une  cons t an t e ,  
q u ' o n  p e u t  eonsidSrer  c o m m e  dSj~ c o n t e n u e  dans  la c o n s t a n t e  b 5. 
Le  deux i~me t e r m e  en (5.14) s '4er i t ,  v u  que  b ~ (b) ~ 0, sous la  f o r m e  

( i r P + , ) ( 2 ~ ) - 3 f d k ( i ( r , p - - k ) - - ~ ) r ~ ( c  ~ ~ ( a ) + a - ~  ~(c)) (5.15) 
P 

qu l  s ' e x p r i m e  en t e rmes  du F(o)(p) de (4.30). L a  m~me t r a n s f o r m a -  
t i on  p e u t  5ti-e fa i t e  sur  le t ro i s i~me t e rme .  Done ,  ]e t e r m e  ~ �89 
en  (5.3) a la f o r m e  

H(:~3) (P, q) = ( i y p  + ,)  F~8)(p, q) ( i y q +  ~) 

- (i~,p + ~) r(o)(p)r  ~ 

- -  y~ F(o ) (q) ( i  r q + ~) ( 5 . 1 6 )  

/~(~)(p, q) do l t  6tre  4valu6 en a p p l i q u a u t  n o t r e  r~gle. I1 c o n t i e n t  une  
cons tan te ,  mais  n ' a p p o r t e  pas  de  c o n t r i b u t i o n  cn q u a t r i S m e  appro-  
x i m a t i o n .  

Discussion des r~sultats du terme trilin~aire de la troisi~me appro- 
ximation: El le  ne  p e u t  5tre q u e  fo rmel le :  L a  d i s t inc t ion  e n t r e  des 
c o n t r i b u t i o n s  d ~ p e n d a n t  e x p l i e i t e m e n t  de la  sur face  e t  de s  con t r i -  
bu t i ons  de v o l u m e  n ' a  pas  de sens, car  e o m m e  dans la  p r e m i e r e  
a p p r o x i m a t i o n ,  aucun  effe t  n ' e s t  poss ib le  s~ns qu ' i l  n ' e m p r u n t e  
de  l '6nergie  au  c h a m p  m a c r o s e o p i q u e .  Men t ionnons  tou jo l l r s ,  
q u ' u n e  i n t 4 g r a t i o n  par t ie l l e  s6pare  la  c o n t r i b u t i o n  p ropor t i onne l l e  

b 2 dans ~(~) ~(2u)~ en une  a c t i o n  de surface  exp l i c i t e  et  une  ac t ion  
de  vo lume .  P o u r  t r o u v e r  F a c t i o n  de v o l u m e ,  on uti l ise (3.3) duns 
(5.1) avee ~ ( x )  et Z~(x)= D~)2~(x--y).. .  On t i en t  c o m p t e  du  
f a i t  que  ~ , ( x )  e t  ~(,)~(*)"P s a t i s f o n t  ~ l ' ~ q u a t i o n  d ' onde  homog~ne ,  
resp.  inhomog~ne .  La  m ~ m e  s~para t ion  s ' a p p l i q u e  aux  t e r m e s  a v e c  
b 4 dans  ~(~e).A(~) On  ut i l ise  dans  (5.1) une  r e l a t i o n  ana logue  ~ (3.3): 

,) f Vdx (--,1 (~, o ) .~  +,, .  (r 0),,,)- (x) - -  f d~ ( V u  (x). ~, OV~ (x))-  
1 " 

= + ~ j  ~ d ~ ( - - ~ ( r O ) ' ~ + , , - ( r O ) w ) -  (5.17) 
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~(8) s a t i s f o n t  /~ l ' ~ q u a t i o n  e t  On  t i e n t  c o m p t e  d u  f a i r  q u e  u r e s p .  zJ(~) 
d ' o n d e  h o m o g ~ n e ,  r e s p .  i n h o m o g ~ n e .  L e  t e r m s  a v e c l a  c o n s t a n t c  

A (8)~ a r b i t r a i r e  bs y~ e t  le  t e r m e  a v e c  l a  c o n s t a n t c  d 6 f i n i e ,  2, d a n s  ~(1)(33) 
s o n t  e x p l i c i t e m e n t  i n d 6 p e n d a n t s  d e  l a  s u r f a c e .  A i n s i  o n  t r o u v e  
c o m m e  a c t i o n  d e  v o l u m e  u n e  a c t i o n  l o c a l e  t r i l i n 6 a i r e  

1 N 

a v c c  
1 ~ 1 a~)(x)  = ~B=~N (~); N=~(~) = - - ~  {,,+~,,)~(~) (~.19) 

C e t t e  a c t i o n  e s t  5 q u i v a l e n t e  ~ u n e  r e n o r m a l i s a t i o n  d u  p a r a m 6 t r e  
a r b i t r a i r e  s d a n s  Faction de charge 

' 2 1 -1- ba) ) ( 5 . 2 0 )  ~ - + ~ ,  ~ ' = ~ ( 1 + ~  ( ~ + ~ ,  

e t  ~ l ' i n t r o d u c t i o n  d ' u n e  n o u v e l l e  a c t i o n  t r i l i n 6 a i r e ,  Faction du 
moment ( 5 . 1 9 ) ,  E l l e  s ' i n t r 0 d u i t  a v e c  u n  p a r a m ~ t r e  

~ (5.~1)*) 

w 6.  L a  q u a t r i b m e  a p p r o x i m a t i o n .  

N o u s  n e  d i s c u t o n s  q u c  les  t e r m e s  q u a d r i l i n 6 a i r e s * * ) .  C o n s i d ~ r o n s  
d ' a b o r d  le t e r m c  e n  u+u ~p ~o : S o n  c o m p l 6 m e n t  c a u s a l  e s t  u n c  a c t i o n  
q u a d r i l o c a l e .  

D(u)a~(y-z ) ( ) y  A(~)(z-w)(y~O)u(w) h(44)(x,y,z,w)=(iq) (x)Dl~)ff(x_y ) (8) u* z ~ (s) 
�9 1 ((1) (1) (s) 

+ c o n ~ - - ~ -  . . .  + . . . )  

A (8). Z W + i U t A I.~)2) i x -  y)  A I• )) ( y  - -  z) (y ~o) (z) J (~, ( - -  ) 0 '  ~o) u (w) 

�9 1 1(1) (1) ($) + c o n ] - - T  ~ . - �9 -t- . . . )  

+ ~"+(r ~)(x) Al2(~--y) A~)(y--~) ~)(z--~)(~  ~) ~ (~)----~ (...) 
+ i ,,~(~) A ~)~] (x-- y, y - -  ~) ~= (y) A ~)) (~_ ~) (r ~) ,, (~) 

1 ((.'.T) + c o n i -  ~- 

~(44) ~ y , y - - z ,  (w)~o~(y)~%(z))- ( 6 . 1 ) * * * )  

�9 ) p a n s  (5.21), --> signifie le passage ~ /z 2 --~ 0. 
�9 *) Les termes de plus hau t  degr6 convergent sans autre.  Les processus con- 

servatifs  des termes bilin6aires donnent  une  nouvel]e renormalisation arbitralre 
des masses ~ et ~. 

�9 **) con] signifie l 'expression conjugde. (1)(1)(s)+ . . .  comprcnd les trois per- 

muta t ions  de (I) (1) (s). 



E l i m i n a t i o n  des  cons tan t e s  arb i t ra i res  387 

1 7 2  E . C . G .  S t u e e k e l b e r g  e t  T .  A .  G r e e n .  

Elle eon t ien t ,  out re  les fonc t ions  p r o v e n a n t  de la deux i~me et t roi-  
s l ime  app rox ima t ion ,  le n o y a u  

A(~)~,Zlx ~, .~ . 1 ( ,eA(S)(~4~,o,A(s ) (oA~,#A(S)fg~ a - 2 0 0  9 (1) x 

_~_(s) (s) (1) (s) _~_(s)(D(s)(s) .{_ (1) (s):(s) ( s ) )  _ _  1 (1) (D (1) (s) -~( +...) 

= A(~ )~  ~- ~ A (')~'e - -  ~ ( . . . )  (6 .2)  - -  ~ I ( 4 4 )  - -  2 f t  ~ I I ( 4 4 )  

Comme ce t t e  a p p r o x i m a t i o n  con t i en t  des proeessus conservat i fs ,  
on p e u t  o m e t t r e  le t e r m e  ~ ( . . . )  en (6.2) et  les t e rmes  - - ~  ( . . . )  en 
(6.1), car  ils ne  e o n t r i b u e n t  qu '~  des effets  impl ic i tes  de la surface~ 
Le reste  de (6.2) est  encore  une  lois s6par6 en ses d e u x  par t ies  ~ 1 
et  ~ tt 2. L%va lua t ion  de la p remie re  pa r t i e  ut i l ise  une  ident i t6  
de SCmVrNaER. I1 est e x p l i e i t e m e n t  donn6  par  SCHAFgOT~X). Con- 
v e r g e a n t  sans autre,  il ne  eont ien t  a u c u n e  eons t an te  arb i t ra i re .  L a  
par t ie  ~ �89 #-2 p e a t  s ' 6va lue r  d ' u n e  mani~re  ana logue  aux  deux  
6va lua t ions  pr6e6dentes.  On  mon t r e  qu ' i l  se r~duit  s une  express ion 
c o n t e n a n t  le F(0) i n t rodu i t  dans les d e u x  a p p r o x i m a t i o n s  pr~c6dentes  : 

A(')~# -- - -  ~ (x) y= U(o ) (y) 7 a (~ (z) (6.3) I I  (44) - -  

Vu q u ' u n e  s~parat ion en t re  des processus  conserva t i f s  e t  non con- 
aervat i fs  est  possible, il suff i t  de d 6 m 0 n t r e r  (6.3) pa r  une  int6,- 
g ra t ion  par t ie l le  des d~rlv6es OQ 0, n(1) dana le n(*)~ correspon-  1J(t*) P ~  I I  (44) 

d a n t  ~ (6.2). P a r m i  les q u a t r e  p e r m u t a t i o n s ,  seules les p e r m u t a t i o n s  
~ 1  et  sis8 a p p o r t e n t  une  con t r ibu t ion ,  car,  chaque  fois q u ' o n  
a ut;vQAi~ ~ on A ~  1 7 , u ,  l ' 6qua t ion  de contintf i t~ annue l le  le t e rme .  
Vu (4.31) e t  v u l e s  ~qua t ions  d 'onde  (4.12), on o b t i e n t  (6.3). 

D i s c u s s i o n  des termes quadr i l indaires  et conservat i fs  de la quatr i~me 
a p p r o x i m a t i o n :  l .  Le  terme quadr i l in~aire  en ~r  ~0 ~p : Nous  m e n -  
i rons  d ' a b o r d  l ' in f luence  des cons tan te s  arb i t ra i res  b~, ba, et  b~ 
con tenues  dans  les d i s t r ibu t iona  dans  r)(~)~ (4.23), n(~ (4.26), e t  ~ ( 2 2 )  ~ ( 2 2 )  

dans ~n(~)~(as) (5.10). L ' i n t 6 g r a t i o n  par t ie l le  (3.3) appl iqu6e  aux  deux  
~(~) dans (6.1), subs t i tue  (en v e r t u  des 6quat ions  te rmes  a v e c  ~J(u2) Y 

d ' onde  p o u r  fp et n(~)~ o x~ lois l ' a c t i on  co r r e spondan te  de la deu-  ~ ( ~ ) 1  ~ " 2 ~2 

~i~me a p p r o x i m a t i o n  dans  (4.11). L ' i n t~g ra t i on  par t ie l le  (5.17) 
des deux  t e rmes  e o n t e n a n t  ~r ~(s) ~(s) , ,  ~(~2) e t  donne  (en ve r tu  des (22) 

6quat ions  d ' onde  pour  [I, u r et A ~ ) 2 . � 8 9  fois ce t t e  ac t ion .  Le cin- 
~(*) ((au milieu~), donne  2.�89 ba quinine t e r m e  dana (6.1), c o n t e n a n t  ~(~)  

lois ce t t e  m S m e  act ion,  ca r  dans l ' a p p l i c a t i o n  de (5.17), u et  w sen t  
des oA(*)(,) qui  sa t i s font  les d e u x  ~ l%qua t ion  inhomog~ne.  Cet te  ma-  
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n i t r e  d%value r  les c o n t r i b u t i o n s  51imine l ' a rb i t r a i r e  c o n t e n u  dans  
la d iscuss ion  de SCn~WINGE~ *) et  de DYSON**). F i n a l e m e n t ,  la  

A(8) d o n n e  2 b5 lois pa r t i e  a rb i t r a i r e  des  ~deux te rmes  c o n t e n a n t  ~(a3) 
cet te  ac t ion .  Ains,  on  o b t i en t  dans  (6.1), comme c o n t r i b u t i o n  due  
aux  c o n s t a n t e s  a rb i t ra i res ,  une  ac t ion  bilocale 

1 b 1 b5 ) (6.4) h(44) (x, y) = 2 (-~ 2 + 2 ~ b~ + h(24) (x, y) 

Cette  ac t ion  ~ q u l v a u t  s "la deux i~me a p p r o x i m a t i o n  e n e '  (de 
l ' a c t ion  de  charge) d6velopp6e j u s q u %  s 4: 

t J e3  

.! 

I i  n o u s  reste ~ d i seu te r  l ' in f luence  des c o n s t a n t e s  dans  -P(o)(x ~ 
figurant~ (8) dans  A(S)~ A(~)~ dans  AH(22 ) ~I/(aa) et d a n s  ~11(44) .  Orl v6rifie i mm6-  

A(S)o: ~:~ A(S) d i a t e m e n t  que les op6ra teurs  d ' onde  c o n t e n u s  dans  ~H(a3) ~- ~H(22), 
op6 ran t  (par  i n t6 g r a t i o n  partielle) su r  ]es ~(~)A(") et les u ,  r 6du i sen t  
cos t e r m e s  ~ la forme (6.3), et que leur somme est nuUe. 

2 ~ Le terme quadrilindaire en u et u*:  I1 con t i en t  la m~me renor -  
de ~(e2) m~l i sn t ion  de la charge (6.4) et (6.5). L a  c o n t r i b u t i o n  ~ # - 2  ~(,) 

A (s) A(s)~ n ' e n t r e  pas duns  h(44). Le t e r m e  1, ~(aa) ,  est  c o n v e r g e n t  C t  ~ ( 3 3 )  

sans  ambigu i t6 .  D a n s  la  fonc t ion  A~)(aa), les deux  t e rmes  avec #-2  
se compensen~  m u t u e l l e m e n t .  A p a r t  F a c t i o n  t4 t ra loca le  c o n t e n a n t  
A([~44 ), et  Fac t ion  (6.4), u n e  nouvelle action bilocale & longue distance 
( ~ /~-2)  a p p a r a l t  : 

~(2~t0J(44) (X , y) = - -  ~ (Oa N ~fl (x)  D ~ f l y ( x - -  y)  j r ( y ) ) ~  (6.6) 

Ellc e x p r i m e  que la charge J~  agi t  p~r  son po ten t ie ]  s y m ~ t r i q u e  
sur  le m o m e n t  N ~ (anomal ie  du  f ac t eu r  g). U n e  action h courte 
distance ( ~  ~-1) 

h(,)(44 ) (x,y) = 2 - - ~ J ~ ( x )  {G(~)(1)- 2 G(~)(2) } ( x - -  y) J~ (y) 

1 
~ 0~ N ~ (x) G(~)(3) ( x - -  y) J~ (y) (6.7) 

en t re  les deux  charges,  resp. ent re  m o m e n t  et charge ,  s ' a j ou t e  a u x  
ac t ions  h longue  d i s t ance  (LAMB-RET~ERFOnn shift) .  

*) Bibliographie 5, p. 794, Eqs. (1.48)--(1.52). 
**) Bibliographie 8, p. 1752, Eq. 98. 
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3 0 Le terme quadrilin6aire en q) conve rge  a v e e  l ' emplo i  de la 
r6gle na tu re l l e ,  d o n e  sans  l ' i n t r o d u c t i o n  de c o n s t a n t e s  a r b i t r a i r e s .  
I l  a 6t6 e x p l i e i t e m e n t  ealcul6 p a r  KAR~LUS e t  NEUMAN~2). 

4 0 M e n t i o n n o n s  enco re  que  la p a r t i e  h e r m i t i e n n e  de S (~)con t i en t  
auss i  des  ac t ions  de v o l u m e  dues  au  r 6 a r r a n g e m e n t  de - �89 (A(2)Ar ~. 
On e o n s t a t e  en  p a r t i e u l i e r  que  les t e r m e s  dus  ~ /z -~ n ' a p p o r t e n t  
pas  de  c o n t r i b u t i o n .  

N o u s  a v o n s  d o n e  d 6 m o n t r 6  q u e  F a c t i o n  de  c h a r g e  d 6 t e r m i n e ,  
en  u t i l i s a n t  la r6glc p ropos6e ,  les a m p l i t u d e s  des  p rocessus  eonse r -  
v a t i f s  d a n s  la m a t r i c e  S[V] en quatri~me approximation*). Celles-ei  
d S p e n d e n t  u n i q u e m e n t  des deux masses arbitraires ( t t e t  g) e t  d ' u n  
param~tre de couplage arbitraire (e). 

5 0 Le  pa s sage  A la l imi te  /~ - ~  0 e s t  poss ib le  s a n s  au t res  p r 6 c a u -  
t i ons  q u e  celles m e n t i o n n 6 e s  f~ta f in  des w167 3 e t  4, ca r  rou te  c o n t r i -  
b u t i o n  ~ #-2 a d i s p a r u  dans  les a m p l i t u d e s  qu i  se r a p p o r t e n t  a u x  
p r o c e s s u s  e o n s e r v a t i f s * * ) .  

I n s t i t u t  de P h y s i q u e  de l ' U n i v e r s i t 6 ,  Gen6ve .  
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minent dans routes les approximations pour les processus conservatifs. Ce r6sultat 
fern l'objet d'tme publication prochaine. 

**) I)ans la fonction G(2) (Eqs. (5.10) et (5.11)) la constante *Ln ~//~, que l'on 
obtient en effectuant l'int6gration en u, correspond s la constante 

(1 + Ln 2 k~in. ) 

qui apparalt dana la th4orie de SCHWI~rGERS). 
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Restriction of Possible Interactions in 
Q u a n t u m  E l e c t r o d y n a m i c s *  

~. P~TERMANN AND E* C. ~. STU~CK~LBERG 
Lausanne and Geneca. Swlt~land 

(Received March 27. 1951) 

I T cnn be sho~n that tile integral method of collision theory x 
permits the development of a unitary and causal S-matrix in 

terms of one or more scalar and hermitian local interaction densL 
ties of the type 

h(x)=tI (o~t ,  o'~, ...O-a~, . . . ) a n  . . . . . . .  ( u t a u n . . . A ~ . . . ) # ( x ) .  (1) 

Such a density may involve an arbitrary product of quantlzed 
fields u f, u, . �9 A" and an arbitrary coupling operator ~2 containing 
derivation operators O ~t operating upon the different factors. (The 
symbol ~ implies that the creation operators operate after the 
annihilation operators.) To rnake our problem specific, let u be the 
field of charged particles and A" the electromagnetic potential. 

To a given term in the development of Sj there corresponds a 
Feynman graph. 2 The derivation operators at a given point x 
operate upon the free field factors uA(x) and upon the causal 
functions A(c/aB(x--y), D(*)~a(x--y), . . .  corresponding to the 
external lines and internal lines ending at x. The auti-hermitian 
parts in e0ch approximation involve a certain number of arbitrary 
constants. Their contribution to a conservative process can be 
shown to be equivalent to the introduction of new local interaction 
densities of the type (l). Therefore, an arbitrary choice of inter- 
action densities (1) will in general introduce an infinite number of 
such interactions and will thus introduce, for instance, infinite 
series of derivatives which correspond to nonlocai interactions 
contradicting causality. 

This contradiction can be avoided in the following way. In the 

548  
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Dyson 3 terminology,  to a given order  te rm there corresponds a 
complicated graph.  This  can  be reduced to a s impler  g raph  by 
formally subs t i tu t ing  into the  la t ter  "effective" causal  funct ions 
and  "effective" coupling operators  for the  t rue functions and  
operators. Only if the  degree of l inearity in m o m e n t u m  space of 
these effective quant i t ies  is (aside f rom a logari thmic term)  of no  
higher  order  than  the  degree of the  t rue quant i t ies  will this corn 
plicated g raph  not  introduce addit ional  interact ion densities. The  
a rb i t ra ry  constants  reduce, therefore, to a renormalizaf ion of the  
(arbi t rary)  constants  (coupling parameters)  of a finite n u m b e r  of 
interact ion densities. 

A sufficient condit ion for this reduction is the  following in 
equali ty between the  degrees of l inearity c, --s, --i, in m o m e n t u m  
space of ~(p, . . . )~pc, A(~)A~(p)~p �9 D(~)a~l(p)~p-i, and  the  
multi l inearit ies m of the  charged field u and  u*, and k of A ~ 
in (1):  

O<~c~m(s--4)q-�89 (2) 

This  condit ion (2) is also necessary because we can show tha t  if 
the highest  powers of the contr ibut ions  f rom two or more different 
graphs  cmnpensate  each other ,  the  total  contr ibut ion is zero 
identicalIy. This  part icular  proper ty  of the  g raphs  has  the  conse- 
quence tha t  the contr ibut ions  arising from the terms ~ in 
D (~)a~ for photons  of non-zero  rest mass/~ compensate  each other.  4 
Therefore,  we can pu t  i = 2  (instead of i=O). 

I f  we apply this  condit ion to charged particles of spin 0, �89 1, we 
see a t  once t h a t  the me thod  used canno t  be applied to the  inter  
act ion of vector  mesons ( s = 0 )  w i t h  the pho ton  field. 6 Fo r  Dirac 
electrons ( s =  I ) ,  only the coupl ing of zero order  is possible (charge 
potent ia l  interact ion).  The  interact ion between magnet ic  m o m e n t  
and  field (Pauli  term) canno t  he  introduced. For  scalar mesons 
( s = 2 ) ,  the  coupling of order  one allows the  charge  potentia[  
interaction. Fur the rmore ,  the quadri l inear  couplings u?uAaA~ 
(necessary for gauge invariance) and  utu~uu (found by Rohr i ieh  ~) 
have to be introduced. I n  every case, the  bilinear mass renormali-  
zat ion interact ions  are necessary and  the  non-gauge- invar ian t  
quadr i l inear  t e rm (AaAa) ~ is also 7 compatible wi th  (2). However ,  
no  other  interael ions can be introduced. 

�9 A~isted by tile Swiss Atomic Energy Comlniss[oll. 
t E. C. G. Stueckelberg and D. Rivier, Hetv. Phys. Aeta 23, 216 (1950) ; 

g3, Supp. 3, 236 (1950), 
R. P. Feynman, Phys. Rev. 76. 749. 769 (1949). 

z F. J. Dyson, Phys. Rev. 75. 486. 1736 (1949). 
�9 E. C. G. Stueckelberg and T. A. Green. Heir. Phys. Acta 24. No. 2 

(1951b 
T. Kinoshita and Y. Nambu, Prog, Theor. Phys. 5, 475, 749 (1950). 

A F. RohrHeh, Phys. Rev. 80, 666 (1950). 
P. T. Matthews, Phil. Mag. 41, 185 (1950). 
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with A. Petermann, Helvetica Physica Acta, vol. 24 (1951), pp. 317-319 

Reprinted with permission 
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The normalization flroup in quantum theory 

by E. C. G. STrrECKm,RE~C~ and A. f)~TEn~:A:~ - ((]cn6ve)*). 

In  order  to  discuss complex  in te rac t ions ,  we general ize DYsou ' s  
m e t h o d  1) in the  fol lowing way :  

Consider a g iven  .n-th order  c o n t r i b u t i o n  t,o the  S - m a t r i x  

. . . . .  , ,  s , , 2 v ] ( ~  q, . . . , ' , ,  . . . )  " . . . . .  

�9 ~ (,~ ~ . ) . . .  ~.' (~ , ) . . .  % , . . .  ~.,~. ( 1 )  

cor responding  to a def ini te  FEYNSrA~ g r a p h  of ~ spedf ied  points .  
I t  is g iven  in t e r m s  of the  wawe packe t s  7, qz . . . .  the  causal  rune-  

*) Work sup~)orted by the Swiss Atomic Energy Commission. 
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tions A (xx'), D(xx')  . . . .  and the distributions g.u(xx'.. .) specifying 
points MNL. . .  They depend numerical ly  on the packet no.rmaliza- 
tions Z . . . .  their  ~'est ma,s,s ~ . . .  and the coupliT~g constants s u in the 
following way : 

(o/o log z) r ~)  = ('., ~, ~ ) ;  (0/0 log ~) ~ = ~. ~ ~* ) 

(O/'O log e u ) %• =g,u; etc. (2) 

~I'he part icular  distributions go (x x') = i e o ~ d (x--x') and al(x x') = 
~1(~ 0 + z) ~ ( x - -  x') contr ibute  only to mass and packet  renormali-  
zation**). 

(o/O~o)8~=(o,'Olog~.)~%~; (o/oq)z,,=(O/Ologz)S,,~, (a) 

S~ is evaluated  following the rule given in a previous paper2). 
Therefore i t  involves a great  number  of arb'itrary co.nsta'uts arising 
from all proper self energy and Vertex parts Z~(xx ' . . . )  contained in 
Sn. Let  them be ordered according to their  degree of complexi ty  in 
such a way tha t  2r may  need the definition of Z'= only if fl > ~. 
A change in thear bi t rary constants  can be expressed in terms of 
infinitesimal operators.  

P~.vr ~-r = g~v ," .P~v~ 2~ = 0 if fi > a . (4) 

Operating upon any S~, they  form a Lie Group: 

y nmnbers the vertices @ arising from overlapping of Z ~ a n d  Z,  
in a single point  as- 

If PM~ operates on the sum S = ZS, , ,  the sum being extended 
,over all terms belonging to the same process, the ident i ty  

P~,~S = (0/'0 log e)s) S ,  (6) 

holds. Thus, the arbitrariness contained in the evaluat ion of the 
S~s is equivalent  to a renormalizat ion of the interact ion para- 
meters  s M. 

This method  shows tha t  a chosen set of local interactions ~ 
.cannot be in t roduced wi thout  in general adding interactions up to 
an infinite order in the derivat ives of c~(x) and involving actions bet- 
ween any number  of quanta .  We have shown u) tha t  the only excep- 
tions are: Act.ions of zero order involving three and four scalar 

*) Matrix multiplication in x-space, for u the same equation holds with A u. 
**) To be shown by part.ial integration ,~eeording to (3,3) and (5,17) in 2) rind 

omit.ging s~rfaee eont.ribu~ions. 
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fields. Actions of zero resp. first order between a vector field and 
two spinor resp. two scalar fields, if the corresponding charge satis- 
fies continuity. Thus, a theory of the Proca particle or of a Dirac 
partide with Pauli terms introduces all derivatives and therefore 
describes non-local interactions. One can show, that non local inter- 
actions of the type a(xx') between the charge and the vector field 
are possible without contradicting macroscopic causality, if the Fov- 
H~m representation a(p 2) has only complex singularities. If this 
"finite extension" is developped in terms of p2, we find all multipole 
actions corresponding to the infinite series formed of (4). This 
theory should be considered as a phenomenologieal approach to 
true description of spin 1 particles, in which they appear as bound 
states of an even number of elementary particles of spin 1/.2. If the 
pseudoscalar meson field should be unable to account silnultane- 
ously for the apparent magnetic moment of the nucleon and for the 
nuclear forces, the nucleon would also be a composite particle for- 
med from an odd number of elementary particles of spin �89 and 
of particles of spin 0. 

Re/erences : 

~) DYSON, Phys. Rev. 78, 1736 (1949). 
2} STUECKELBERG and G~n~a-, tIPA. 24~ 153 (1951). 
3) STUECKELB~:nC~ and PET~R3~,:NN, Phys. Rev. B2~ 548 (1951). 
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with Wanders, G, Helvetica Physica Acta, vol. 26 (1953), pp. 307-316 

Reprinted with permission 
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T h e r m o d y n a m i q u e  en Re la t iv i t6  G6ndrale  
par E.C.G. Stueekelberg e~ G, Wanders*) (Gen6ve). 

(17 IV 1953.) 

Summary. Non-relat~ivistic phenomenolngical Thermodynamics is extender to 
the space-time of General Relativltyl). One finds an unique energy--momentum 
tensor, eutropy--amd substance current and irreversibi]ity. " 

L a  Therm, odynamique ph$nom6nologique et  non-relativiste est  bas6e 
sur  deux  p rmclpes  e x p r i m a n t  l ' imposs ib i l i t6  de  p e r p e t u u m  mobi l e  
de p r e m i b r e  e t  seeonde  esp6e e. Lepremier principe se t r a d u i t  p a r  
]e principe de cbnservation de l'~nergie H (au cours  de P6volu t ion  
t e m p o r e l l e  t '  ~ t" ~ t "  ~ . . . )  auque l  s ' a j o u t e n t  los pr incipes  de 
c o n s e r v a t i o n  des trois composantes de la quant4t~ de mouvement 7~i et 
de C quantit~s de substances ind6pendantes Na, (A = 1,2 . . . . .  C) : 

H ' =  H" = H ' =  . . .  0 )  
�9 / t  

= , = ~ , = . . . ,  i = l a d ( - 8 )  (9.) 

a';~ - G . . . .  , A = 1 6 C  (8) 

Le deuxi4me principe localise d ' a b o r d  cos q u a n t i t 6 s  dans  di f f6rents  
syst~mes, ou phases: I ,  I I ,  .-.. : 

H = H ( I ) + H ( H ) + . . .  (4) 

=~ = ~ ( 5  + =~(x5 + . . .  (5) 

N~ = t G (I) + N~ (H) + . . .  (6) 

I1 d6compose  ensu i t e  le t r a n s f e r t  d '6nerg ie  d ' u n  sys t6me g u n  
a u t r e  en deux t e r m e s :  travail et chaleur. Le p o s t u l a t  de l ' imposs i -  
b i l i t6  de t r a n s f o r m e r  u n e  q u a n t i t 6  de cha l eu r  r e t i r6e  d ' u n  sys t6me I 
i n t 6 g r a l e m e n t  en  d u  t r ava i l  fourn i  g u n  a u t r e  s y s t 6 m e  I I ,  sans  qne  
l ' 6 t a t  des au t r e s  sys t6mes  I I I ,  IV,  . . .  no soi t  modi f i6  es t  la fo rme  

*) Recherche subventionn6e pax la Commission Suisse de PEnergie Atomique 
(0. s. A.). 

a) ]B. LEA~', Phys. Roy. 84~ 345 (1952), a fair r6cemment 1'analyse eorrespon- 
dante en relativit6 restreinte. 
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classique du deuxiSme principe. On en d6dult:  d 'une  part,  l 'exis- 
fence de l'entropie S, 6galement locaiisable: 

S - S ( I )  + S ( I I )  + . . .  (7) 

qui  ne peut  qu 'augrnenter  au cours du temps:  

s '  < s" < s "  < . . .  (ST 

D'au t r e  part ,  on d6montre  qu ' en  tou t  systSme et ~ route 6poque 
do iven t  exister une fonct ion d '6 ta t  positive,  la tempdrature T, et 
un cer ta in  nombre  de coefficients positifs ou nuls : les viscosit6s trans- 
versale et  longitudinale ~ et ~, la conductibilit~ thermique ~ et les coef- 
ficients de diffusion 2 x, 2B . . . .  des diff6rentes substances,  qui  sent  
aussi des fonetions d '6 ta t ,  ainsi quc les C potentiels chimiques #a. 

ErL Th~orie de la Retativitd, le t ransfer t  s ' expr ime  par le f lux 
d '6nergie ~ t ravers  une surface. Mais, la d6composit ion de ce flux 
en t rava i l  et  chalenr  n ' e s t  plus un ivoquemen t  possible. Ceci a amen6 
certains autcurs (PA~JLI, TOLMAN) "~ introduire,  en Relat ivi t6  Res- 
t re in te ,  la not ion d 'une  teInp6rature  d 'un  corps en mouvemel~t. 
Quan t  ~ nous, il nous semblc que la seule mani6re d ' in t roduire  le 
deuxi~me principe en Th6orie de la ge la t iv i t6  est de remplacer  son 
6none6 classique par  sa cons6quence (7) et (8 7, c 'est-~-dire, le postu-  
la t  d ' une  grandeur  S, extensive au  m~me t i t re  que H,  ~ et NA, qui 
augmen te  au cours du temps pour  tou t  observateur .  

Dans  un eont inu Riemannien  quadri -dimensionnel ,  le correspon- 
dan t  d ' un  termo des sommes (4), (5), est :  

dH~ -- d(r~, 0~; dH~ = dzi; dH~ = - - d H  (4' 7 (5') 

oil d(r~ est l '616ment d 'une  hypersurface  tr idimensionnelle earaet6- 
r isant  une 6poque; il n 'es t  pas possible de d6finir  une quant i t6  de 
m o u v e m e n t  et une 6nergie totales. Pa r  centre,  la quant i t6  totale de 
substance A et l ' en t ropie  totale sent  donnb~es par :  

f t d% n~ (6')  

S ' =  f , d ~  s ~ . (7'7 

Les (d + C + 1) 6quations d '6volu t ion  (17, (2) et (8) se t raduisent  
e l l :  

D z O ~ = 0  (1' 7 (2') 

D~ n~ = 0 (8') 
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o~ D~ est le symbole de la d6riv6e covarian~e par  rappor t  ~ x% 
Le deuxi6me prineipe prend la forme (4 = irriversibilit~): 

D ~ s ~ - - i = O ;  i> jO.  (8') 
Comme il fallait  s 'y a t tendre ,  le remplacement  du deuxiBme prin- 

cipe par  une  de ses consequences est insuff isant  pour d~finlr la 
temp@ature.  Pax contre, deux axiomes suppl~mentaires in t roduisent  
d 'une  manifire mfivoque les fonctions TteA, ~, ~, u et hA, ainsi que la 
quadri-(d-) vitesse v% comme nous le mont rons  dans cet article. 
Cos axiomes sont :  

1 ~ Les (d + C + 2) prineipes (1'), (2'), (3') et (8') r~glant l '4volu- 
t ion des eourants  de quant i t6  de mouvement ,  d'6nergie, des subs- 
tances chimiques ind@endan tes  et de l 'entropie ne song pas ind@en-  
dants  (en d 'aut res  termes:  l%tat  ne d~pend que de (d + C + 1) 
variables d '6tab: fx, f2, - - . ,  /(d + v + 1). 

2 0 Les (d + C + 1) variables d '~tat  peuven t  ~tre choisies telles 
que les (d + C + 2 ) c o u r a u t s  O~, n~ et s r  d@enden t  que ling- 
a i rement  des d@iv4es D J1, D~[2, . . . ,  DJ(~+ c + 1)*). 

Cependant ,  cos axiomes n ' imposen t  que des relations entre  les 
signe~ des fonctions, sans fixer indiv iduel lement  le signe de chacuno 
d'elles. En  paxticulier, le earact~re positlf de la temp@ature  es~ perdu. 

De l ' ax lome 10 suit l 'exis tence de (d + C + 2) coefficients homo, 
gbnes ev% teA, T reliant les (d + C + 2) principes par :  

ev ~ D r  V ' t e A D a n ~ +  T ( D ~ s  ~ - i )  = 0  (9) 
A 

qui  sont  un ivoquemen t  d6finis (au signe de v ~ prgs) si on normalise  
]a quadri-vitesse v ~ h: 

v ~ = v ~ v  ~ = g ~ v ~ v ~ = - e ;  ~ = 1 .  (10) 

P a r t a n t  du tenseur O s sym6trique,  le p]us g6n~ral sat isfaisant  
l 'axiome 2% nous cherchons los restrictions qui doivent  lui  ~tre im- 
posges pour  que (9) soit une  identi t6,  et nous t rouvons les expres- 
sions de h i ,  s% ct i. I1 8'agit done de calculer:  

7: = - -  ev~ DaOa~ - D~, &' + sOa~ (11) 
ola 

,~ = - ~ v a o ~  (19 . )  

est la project ion sur la quadri-vltesse v ~ du eourant  d%nergie- 
impuls ion,  c'est-A-dire, le f lux  d'~nergie interne, et:  

(D~ ~ + D= v~) (13) v ~  = -~- 

*) L ' a x i o m e  2 ~ expr ime que cos courants  d~c~ivent le phdnom~ne du transport. 
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C h o i s i s s a n t  les c h a m p s  v% #A, e t  T c o m m e  va r i ab l e s  & 6 t a t ,  n o u s  
d 6 c o m p o s o n s  O ~ en  u n e  s o m m e  de t e r m e s  ne  e o n t e n a n t  c h a c u n  
e s s e n t i e l l e m e n t  que  les  d6r iv6es  d ' u n  seul  c h a m p  e t  nous  a~lalysons 
s 6 p a r 6 m e n t  ces  d i f f4ren ts  t e r m e s .  

L e / l u i d e  par/air .  U n  p r e m i e r  t e r m e  O ~  n e  e o n t i e n t  a u c u n e  d6ri-  
v6e ;  sa  f o r m e  g6n6rale  e s t  : 

0 ~  = mv~v~ + s p g  ~ (14) 

off: m = m ( T ,  p A , 1 %  . . . .  ) e t  p = p ( T , t % ,  t% . . . .  ) .  

On t r o u v e  : 

eg: 
u(0 ) = ~pv a a v e c  (p = m - - p  (15) 

(16) 

A 

e t  r(0 ) p r e n d  la  f o r m e  exig6e p a r  (9) si : 

A 

en  effe t ,  on  a a lo r s :  

(18) 

r(o ) = T D  ( a v  ~) + ~ l z a D ~ ( v t v ~ ) .  (19) 
A 

N o u s  m o n t r o n s  dans  l ' A p p e n d i c e  q u ' @ a n t  donn6e s  d e u x  f o n e t i o n s  
m e t  ~0 de  (C + 1) va r i ab l e s  x~, x~, . .  : xo+ 1 il e s t  t o u j o u r s  p o s s i b l e  
d ' e f f e c t u e r  u n  c h a n g e m e n t  d e  va r i ab l e s  xl ,  x~ . . . .  --> T , / z ~ , / ~  . . . .  
te l  que  (18) soi~ v6rifi6e.  A i n s i  (18) cho i s i t  le s y s t 6 m e  de  v a r i a b l e s  
qui  doi~ ~t re  iden t i f i6  a u  s y s t 6 m e :  t e m p 6 r a t u r e ,  p o t e n t i e l s  ctf imi-  
ques ,  p o u r  q u e  (9) soi t  s a t i s f a i t e .  

r(o ) = ~ + m D ~ v ~ 

~b = (d6riv6e hydrodyn~miquc de q~) ~ v ~ D~ q~. 

E n  i n t r o d u i s a n t  les v a r i a b l e s  a, vA, r e ,  . . .  con jugu6es  de  T ,  izA, 
/ A ~ ,  . . . : 

off T = ~% ; / t  A = ~vvA (17) 

0 r  " O ~ o  
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(19) mont re  que O ~  fournit  des contributions au courant d'entropie 
et aux  courants de substances parall~les & la ffuadri-vitesse: 

s~o) = a v  ~ h i ( 0 )  = t , v  ~ (90)  

mais ne donne pas de contribution h l'irr4versibilit~ i: i(o) ~ O. 
Si O ~ se r6duit  ~ O~o )~z, l '~quation d%volutlon D :  O :~ ~ 0 devlent ,  

en t e n a n t  compte  de 

D~(mv ~) = 

et en passant  an r6ffrentiel  lorentz ien  local de repos au po in t  x, 
d a n s l e e a s d = 3  (g~s = 1 ,  gaa = - -  1, g ~ r  e**f l ;  v ~ = 0 ,  
s ~ = 1, au point  x, s = 1): 

mO~v ~ = - -  m G ~  - -  0~p 
a v e e  

1 o ' 
G~ "~ = -g g ~ (0~, g~,, - -  0 o, g~;, + O, go" u) 

qui est  l '~quation du m o u v e m e n t  d ' u n / l u i d e  parfait  dans le champ 
gravi/ique G4~, m ~tant  la densitO de masse (au repos),  p la pression. 

La  viscosit& Le t e r m e  de O ~ con tenan t  les d~riv6es du c h a m p  
v ~ a la forme g~n6rale: 

o 0  : 

e t  : 

O~g = - -  ~ ( ~  + ~v~v ~) v : -  xv~v~ v :  (2a) 

�9 1 = ~ ( T , / ~ a  . . . .  ); $ -- $(T,  ~a . . . .  ) - - -  

O? ~, donne  : (~) 

U(n) 

%) = D ~ ( r  ~) - - 7  ( 2 v  ~ v~p + ~ )  - -  ~ ( ~ )  

Le premier  te rme de r(,) est une divergence don t  le d4veloppement  
con t l en t  des d6riv6es de T et de ~ don t  est fonct ion r Tandis que  
les deuxi~me et t roisiSme termes sont  des /ormes  d~/inies, ce premier  
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t e rme  ne  p e u t  pus ~tre ~crit  : (TD~ s~'~) + fo rme  d~finie), c o m m e  l 'exige 
(9) . )7ous  en levons  done  de  (22) le t e r m e  en  $. Alors:  

u(~,~) = 0 (9,4) 

%) - - -  ~ ( 2  v ~ v ~  + e 6 ~ 6 ~ ) .  (25)  

(24) en~raine  O ~  O ( , ) ~  ~ 0 c o m m c  on le voi t  eu p a s s a n t  au  
rdf6rentiel  lo ren tz ien  local de repos. Or :  

0(% ~) 0 ( , ) ~  = ~2 ( 2 v ~  v ~  + ~v~v~). 

Ainsi la contribution h l'irr~versibilit~ due h 0~, ~ ( ,D  

�9 ~ (26) ~b(n) T r(~) 

est  positive si  ~ et '1' sont toujours de m~me signe. Plus e x a c t e m e n t :  
i(,) n ' e s t  une  forme d6finie quc  si la m~trique est d~finie ( s ta t ique  
pure) ou indSfinie avec une seule dimension privil~gi~e ( t emps)*) ;  v ~ 
dol t  ~tre alors  un  v e c t c u r  t empore l .  

E n  p~ssang au  r~f4rent iel  lo ren tz ien  local de repos, e t  da,ns le eas 
l imite d ' u u  c h a m p  grav i f ique  nu l :  

O i 4  44 (,) = 0(7 ) = 0 (27) 

o~,,, = - v (0'vJ + 0J~ ~) : ~ ,  (28) 

on r e t r o u v e  le t enseu r  des tens ions  v~) dfi h la viscosi t5 t r ansve r -  
sale;  V e s t  donc identi/i~ comme coef/icient de viscosit~ transversale. 
(27) exp r ime  que l ' ex i s t encc  de la v iscosi t6  ~ransversale  ne  con t r ibue  
pus ~ la dcns i t~  d '~nergie  de repos, ni  a u  c o u r a n t  d '6nerg ic .  

Dans  le r~f~rentiel  l o r en t z i en  local de repos  l a :dens i t4  d 'Snergie 
de la quadr i -v i t e sse  v ~. O(~] est  p ropor t ionne l l e  "~ la  d ive rgence  v~ 

R a i s o n n a n t  comme plus h a u t  on vo i t  que  Z = 0. Alors:  

u(~) = 0 (29) 

% = - ~ ( v : ) ~ .  (80) 

On a a ins i  une  contribution positive h l'irr~versibilit~ 

�9 } ( v : )  2 (31)  

*) s ~ 1  impl ique  les S igna tures  d u  g ~  di~gonaHsd ( - 1 ,  - 1  . . . . .  - 1 )  ou 
(1 ,1  . . . . .  1, - 1 ) ; s  - 1  les s igna tu re s  (1, 1 . . . .  1) ou  (1, - 1  . . . . .  - 1 ,  - i ) .  
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si ~ et T sont toujours de m~me signe. D a n s  lc r 6 f6 r en t i e l  l o r e n t z i e n  
local  de  r epos ,  e t  si le c h a m p  g r a v i f i q u e  es t  n u l :  

o~2) = o ~4(~) = 0 (8s)  

. . . . .  ~ (88) 0~) = - - ~  (O ~ v~) g*~ = -  ~(~. 

~J e s t  le t e n s e u r  de s  t e n s i o n s  dfi  A la  v i s c o s i t 6  l o n g i t u d i n a l e  e t  

est identi/id comme coefficient de viscosit6 longitudinale. (32) s ' i n t e r -  

p r 6 t e  c o m m e  (27). 

La  conduction thermique. L e s  d6 r i v6es  d u  c h a m p  T d o n n e n t  le  

t e r m e  O,~q �9 

07~ = -- ~ ~ (v~ O" T + v" O ~ T) -- (2 ~ + ~) v%~T 

-- ~ W 9 =~ ~"-- e T (v~ 4" + v B 4 ~) (84) 

oh  le d e r n i e r  t e r m e  e s t  u n e  p r e m i 6 r c  p a r t i e  d u  t e r m e  r e t r a n e h 6  de  
O~fi ( la  s e c o n d e  p a r t i e  se ra  i n t r o d u i t e  d a n s  les  c o m p o s a n t e s  d e  

0 ~ c o n t e n a n t  les d6 r iv6es  d u  c h a m p  /~A)- (34) p e n t  8tre  6 e r i t :  

o~g = q~ v'  + q ' ~ - ~  ( ~  v'  + ~ ~ .r ~) T (as)  

off : 
q ~ = - - ~ : ~ T ~ - - o T ~ : ;  v ~ q ~ = 0  

Ta•  = (d6riv6e normale de T) = 0~ T + e v~ ~'; v~ T~_ = 0 .  

L ' a r g u m e n t ~  q u i  c n t r a i n a  ~ = Z = 0 n 6 c e s s i t e  ici to = ~p = 0. O n  
a d o n e  : %) = q~ (86) 

et ,  en  p o s a n t :  q~ = TS~q), (v~ s~q) = O) 

a I e 1 
r(q) = T D : s ( q )  ~, ~ (q=%) -t- ~ q~v~(~  - -  e). (87) 

P o u r  q u e  la contribution d l'ir@versibiIitd soit positive, il ~ant q~e: 
= @, x > 0;  a l o r s :  

�9 1 
~(q)= T~ ~ (q~q~) >~ 0 c a r  e q ~ % ~ > 0 .  (88) 

L a  con tr ibu t ion  a u  courant  d ' en t rop ie  s ~ est d~ / in ie  p lu s  haut ,  elle (q) 

e s t  normale  it la quadri -v i tesse .  
D a n s  le rd f6 ren t i e l  l o r e n t z i e n  loca l  de  r e p o s :  

o~,,, = o(~ ~) = 0 (:~.q) 

o ( ~  = - .  o,: T - - .  T 04 ~'~ - -  ~ T G i .  (40) 
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L o r s q u e  04 v~ = 0 e t  en  a b s e n c e  de  c h a m p  g r a v i f i q u e ,  on  r e t r o u v e  
le c o u r a n t  d '4ne rg ie  dfi ~ la conduction thermique, :~ 6 r a n t  le coefficient 
de condnctibilit~ thermique. D a n s  lc cas  g6n~ral ,  les d e u x  de rn i e r s  
t e r m e s  de  (40) ne  p e r m e t t e n t  p lus  & i d e n t i f i e r  O~q ~) h u n  c o u r a n t  de  
c h a l e u r ;  en  T h e r m o d y n a m i q u e  r e l a t i v i s t e  la d 6 c o m p o s i t i o n  du  eou-  
r a n t  d ' 4ne rg i e  en c h a l c u r  e t  t r a v a i l  n ' a  p lus  de  sens .  D a n s  le cas  
s t a t i q u e  (04v~= 0 c t  O 4 ~  0), (40) m o n t r e  que  la t e m p 6 r a t u r e  (q) 
n ' e s t  p a s  u n i f o r m e  d a n s  u n  c h a m p  g r a v i f i q u e  n o n  nul .  

La diffusion des substances. L a  d i s c u s s i o n  du  t e r m e  de  O ~ c o n t e -  
n a n t  les d6rivSes du  c h a m p  /~a e s t  s e m b l a b l e  ~ la p r6cSden te .  On  
trouve: 

O~d) = j~ v z + i~A V ~ (41) 
Oh 

�9 ~ (48) 
O ~ )  d o n n e  u n e  contribution au courant de Ia substance A, normal 

& la quadri-vitesse: 

n(A) = ~ -  ~a ; v~ n(~) = 0 (44) 

e t  une  contribution ~ l'irrOversibilit~: 

�9 (~) T ~A Za (~a l~a) (45) 

positive si I~a 2a a m$me signe que T. 
D a n s  le r6f~rent ie l  l o r e n t z i e n  local  de  r e p o s :  

i j  _ _  4 4  O ( A ) -  O(A ) : 0 ( 4 6 )  

4~ _ ( 4 7 )  O(A) --  - -  2a 0~ #~ - -  2 a / ~  04 V~ - -  ~ / ~ a  G4i4 �9 

Si 04 v i = 0 e t  G4~ = 0, OCq ~) es t  le c o u r a n t  d ' 6 n e r g i e  fami l i e r  dfi  
/~ la diffusion de la substance A, a v e c  coe//@ient de diffusion 2a. Si 
] 'on  t l e n t  c o m p t e  de  la  d i f fus ion  e t  de  la c o n d u c t i o n  t h e r m i q u e ,  les 
p o t e n t i e l s  c h i m i q u e s  e t  la  t e m p 6 r a t u r e  s e n t  li~es a u  c h a m p  g rav i -  
f ique ,  d a n s  le cas s t a t i q u e ,  p a r  l % q u a t i o n :  

~ 0 ' T  + ~ a a 0 ' , ~  = - -  (~ T + ~ 2 a ; , a )  GL(v4)~ .  (48)**) 
A A 

Les r~actions chimiques. Si les s u b s t a n c e s  A,  B . . . .  p e u v e n t  
r6agi r  e n t r e  elles (3') do l t  ~tre r e m p l a e 6 e  p a r  (r a = ."rate of produc- 

tion")*): D~n~ - -  r~ = 0 (49) 

�9 ) A no pas confondre ~vec le r inttoduit plus haut. 
.**) Vu qu'on doit eacoro satisfaire ~ m b i ~ - 0 i p, la solution de (48) ne peut 

8tre que TIT o ~ I~A/I~Ao ~ (~44)-�89 
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Off r a  es t  la vi tesse de p roduc t ion  (<> 0) de la  s u b s t a n c e  A. La  
chimie  relie ]es r a p a r  la  loi des p ropor t ions  cons tan tes  : 

Z c . A r A = 0  a = l ,  9, . . . .  , c < C  (50) 

a d 6 n o m b r a n t  les esp~ces a tomiques .  
Dans  (9), D~ n~ est  r emplac6  pa r  (D~ n ~ -  rA) et  u n  t e rme  i '  

s ' a jou te  g l ' i r r6vers ib i l i t6 :  
1 

i '  = - -  ~ ~ t t a  r ~ . (51) 
A 

La s u b s t a n c e  A p e u t  pa r t i c ipe r  ~ une  s6rie de r6ac t i0ns  possibles 
p, q, �9 �9 �9 : r a = Z r~ ~, de v i t e s se s  de r ~ a c t i o n  ap,  i. e r r  A p = c a ~ a~ off 

p 
les ca p son t  des ent iers  posi t i fs  ou n6gat i fs .  P o s a n t  ensu i t e :  

! ap : - -  ~v ~ ca  v t t A  (52) 
il v i e n t :  '! a 

; : i'---- ~ ~p" avec  *~" = cap tt~ (53) 
p 

Les r~ac t ions  c h i m i q u e s  d o n n e n t  une  c o n t r i b u t i o n  p o s i t i v e  h l ' irr$-  
v e r s ib i l i t ~  s i  ~ et T o n t  le m $ m e  s igne .  

E n  r ~ s u m ~  (9) est  u n e  ident i t6 ,  c ' e s t -h -d i re :  le deuxi~me pr incipe  
est  une  cons6quence  des au t res  pr incipes  d ' 6vo lu t ion  si :  

a~r~C : A 

0 ~  = m v~ v ~ + e p g ~ 

~ g  = _ ~ (r + ~v~v ~) v:  

o~g  = v ~ q~ + ~ q ~  q~ = - ~ ~ ( T 2 + ~ T ~  ~) 

O ~ L = r  i ~ = - - ~ X ~ ( ~  + ~ A ~  ~ ) 
et :  

~(T,  t~a . . . .  ) T >~ o ~ (T, ~ . . . .  ) T  > o 

~(T, ~ . , . . : . )  > 0 ~ ( ~ ,  ~a . . . .  ) T ~ .  > 0 ~p (T, ~A ) T > 0 

n A - -  h a / / +  n ~ •  n a i l  - -  YA va  ha3_ ~ I~ A ]A"  

Le c o u r a n t  d ' e n t r o p i e  v a u t  alors:  

s ~ = s ~  + s ~  s ~  = a v ~ s .  - ~ -  q 



T h e r m o d y n a m i q u e  en  R e l a t i v i t e  G e n e r a l e  409 

316 E .C .G.  Stueckelberg et G. W~nders. 

e t  l ' i rr~vers ib i l i t~  es t  d o n n 6 e  p a r :  

1 e 

+ Z ~ sd ~., (i~ La) + Z < , ,  SA �9 
A p 

APPENDICE. 

I I  est poss ible  de d~ / in i r  les var iables  T ,  ~:l, ~ B  . . . .  de telle / a q o n  
que:  m =  T~r + ~ ~A v a .  

a 
Soient  deux  fone t ions  m e t  ~o donn6es  en  t e rmes  de va r i ab l e s  

quelconques ,  o", v~ . . . .  : 

m - m" (o", d )  v v" (o", G ) .  

Il es t  possible de d6finir uil c h a n g e m e n t  dc va r i ab les :  

~' ~' (~", vA) ~a = v:~ 

tel  que : 

0 fy+ ~ 

dq~ Oq)" Oa" 
E n  effet :  0~' Oa" 0a" s t  la  1:elation exig&e s'&erit: 

1 f) ~o" "0 log o'  (a" ,  v~) 
0or" ~," Oer" 

6 q u a t i o n  diff~rent iel le  en ~r" d @ e n d a n t  p a r a m 6 t r i q u e m e n t  de v'~, 
. . .  e t  d6f in issan t  la  fonc t ion :  0 '  = a '  (~", ~ )  eherehSe. 

Op6rons  le e h a n g e m e n t  de va r i ab l e s :  

0 ~ 0 ~ V A ~ V A 0 ~ . 

Alors  : 

O~o a ~  0 9 
?rt = Oa 0 + Ov A v A 

et  en d f f i n i s san t  T et #~ e o m m e  eon jugufe s  de o eL v a :  T - Oa 

IZA = O v A ' on obt ienL la r e l a t i on  exig6e. 
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[21] Remarque de discussion à propos de la chaleur spécifique des électrons
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[57] La notion du temps, Conférence prononcée le 22 novembre 1941 à Bu-
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[73] Mécanique fonctionnelle, Helvetica Physica Acta, vol. 18 (1945), pp.
195–220.
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